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és elhagyasuk a maradé anyag megértését nem zavarja. Ilyenforman elég,
ha csak a nagy betiivel szedett részeket és az A jelli megjegyzéseket olvassa.

Aki nem gyozi ezt a leegyszeriisitett munkat sem, és mégis képet akar al-
kotni az anyag egészérol, az tovabbi konnyités céljabol elsGsorban azoknak a
tételeknek a bizonyitasat hagyhatja el, amelyeknek helyessége a szemlélet
alapjan kozvetleniil is belathato. Tovabbi konnyitést jelent, ha a szévevé-
nyesebb, hosszabb lélegzetli bizonyitdsokat csak atfutja, bar ezzel lemond
a teljes anyag igazi elsajatitasarol.

Minden olvaso szdmara hangsilyoznunk kell, hogy mit sem ér a kényv
tanuimanyozasa, ha ennek eredményeként nem alinak tisztan az olvasé elétt
a targyalt fogalmak és tételek, s ha ezek birtokaban nem tud feladatokat meg-
oldani. Feladatok megolddsdt mindenkinek a legmelegebben ajanljuk, mert
ellenérzik a tudast, elvezetnek a tudas hasznositisahoz, és 6néallé gondolko-
dasra serkentenek.

Akinek a képessége megengedi, hogy a konyv olvasasaban 6rémét lelje,
az torekedjék — talan ismételt olvasas alkalmédval — a konyv egészének atta-
nulmanyozasara. Ne szegje kedvét, ha a B jelii megjegyzések kozétt egyik-
masik megemészthetetlennek bizonyul. Sokszor nem a benniik kozolt gondo-
latok okozzak a nehézséget, hanem annak belatasa, hogy ilyen kozlésre miért
van egyaltalaban sziikség. Inkabb tandcsoljuk a nehéznek bizonyulé megjegy-
zések atugrasat, mintsem azt, hogy valaki a félig-meddig valé megértést tu-
dasnak konyvelje el. Ez a szempont vezetett, amikor megcsillagoztuk a leg-
nehezebbnek vélt megjegyzéseket.

Akt tudomdnyos ambicidval olvassa ezt a konyvet, az sajatitsa el mara-
déktalanul a konyv egészét. Tudoméanyos munkat csak szilard alapra lehet
épiteni, és a konyv egészének célja az, hogy a geometria tanulméanyozaséhoz
szilard alapot nytjtson.
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Ebben a bevezeté fejezetben csak elbkészitjiikk a geometria targyalasat.
Bevezetjiik azokat a fogalmakat, amelyekr6l a targyalas megkezdésekor szo
lesz, valamint megemlitjiikk azokat a tényeket, amelyekre a targyalast majd
épitjiik. Helyenként ramutatunk ugyan arra is, hogy megallapitasaink egyi-
kének-masikanak helyessége hogyan kovetkezik logikai titon a tobbiébdl,
azonban az ilyen vizsgalatot feladatunknak nem tekintjiik. Ebben a fe{'e-
zetben csak az a célunk, hogy a valosadgbdl absztrakciéval szarmazo, szemlé-
{ettel alatamasztott alapot adjunk a tovabbi targyalashoz, s hogy a legalap-
vetobb elnevezésekkel megismerkedjiink.

1. § Térelemek

Ebben a paragrafusban a pont, egyenes €s sik bevezetésével foglalkozunk
¢s alapveto tulajdonsagaikat ismerjiikk meg.

1.1 A tér fogalméahoz a tapasztalasbol absztrakcié utjan jutunk. Az anya-
gi targyak a térben helyezkednek el. Teriink minden irdnyban hatartalanul
kiterjedt. A nyugvé targyak a térnek egy részét foglaljak el. Ha elvonatkozunk
a targyak fizikai jellemz6itél (anyagétol, szinétél stb.), és csak az aitaluk el-
foglalt térrész alakjat tekintjiik, akkor eljutunk a mértani fest fogalmahoz.
Ha olyan targyakat gondolunk el, amelyek a valosagban nem is léteznek,
pl. egy végtelenbe nyulé oszlopot, akkor is tekinthetjiik alakjukat, az alta-
luk szolgéaltatott mértani testet. A tér feldarabolasakor meértani testek ke-
letkeznek.

A testeket feliiletek hataroljak. Véges kiterjedésiti testeket zart feliiletek
hatarolnak. A feliiletek darabjait is feliiletnek mondjuk, igy pl. az asztal lapja
is feliilet. A feliiletekrdl képet adhatunk vékony lemezzel, hartyaval is. A felii-
letnek nincs vastagsaga.

Ha egy feliiletet feldarabolunk, a darabokat vonalak hataroljak. Véges
kiterjedésii feliiletdarabokat zart vonalak hatarolnak. E vonalak darabjait
is vonalnak nevezziik, igy pl. az asztalnak egy éle is vonal. A vonalakrél képet
adhatunk vékony drottal, fonallal is. A vonalnak sem vastagsaga, sem szélessé-

ge nincs.
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Ha egy vonalat feldarabolunk, a darabokat pentok hatiroljak. A pon-
tokrd] képet adhat a tii hegye vagy egy igen Kis kiterjedésii targy is. A pontnak
semmilyen Kiterjedése sincs. |

Az egyenes mindkét iranyban végtelenbe nyulé vonal, amely mindeniitt
olyan, mint a kifeszitett hdr, a fénysugar titja homogén kozegben, az anyagi
pont palyaja, ha kiils6 er6hatas nélkiil, pusztan tehetetlenségének hatésara
mozog, vagy mint a merev test helyben maradé pontjainak Gsszessége, ha két
pontjat rogzitjiik, és a testet forgatjuk.

A sik minden iranyban végtelenbe nytilo felillet, amely mindeniitt olyan,
mint a simara gyalult deszka, a nyugvo viz felszine, vagy két csatlakozo egyenes
riud kozott kifeszitett hartya. A sik feldaraboldsakor sikidomok keletkeznek.

Al A bevezetett fogalmakal nem definidltuk, csak képet adtunk réluk, s rAmutattunk,
hogy absztrakcié révén a valdsaghol keletkeznek. Nem lesz sziikségiink arra, hogy pontosan
kdralirjuk, mit neveziink testnek ¢s sikidomnak, valamint felfiletnek és vonalnak. Az egyenes
és a sik fogalomalkotasdval viszont részletesen foglalkozunk a kdvetkezSkben. Ez a szakasz
a rendszeres targyaldst csak elOkészitette.

A2 A geometria elsé tudomanyos rendszerezlje a gorég EUKLIDES volt (i. e. 325 koril).
Elemek cimfi munkaja mind a mai napig a geometria {argyaldsinak alapjiul szolgdl. Ma mar
tudjuk, hogy rendszere korabbi munkdkra is tamaszkodik.

1.2 A geometria (mértan) a tér pontjaibol all6 alakzatokkal (ponthalmaz,
idom) foglalkozik. Ilyen alakzatok a térelemek: a pont, az egyenes és a sik,
sot maga a teljes tér is. Beszéliink linedris, sikbeli és térbeli alakzatokrol asze-
rint, hogy az alakzat pontjai egy egyenesen vannak, egy sikban helyezkednek el,
vagy pedig csak annyit allapitunk meg, hogy a tér pontjai. A térgeometria (tér-
meértan, sztereometria) a térbeli alakzatokkal, a sikgeometria (sikmértan,
planimetria) pedig egy sik alakzataival foglalkozik. Az alakzatok kozé soroljuk
sokszor az iires alakzatot is, amelynek egyetlenegy pontja sincs. Sem az iires
alakzatot, sem pedig a teljes teret, illetbleg a sikgeometridban a teljes sikot
nem mondjuk valddi alakzatnak.

Két alakzat koz0s része (metszet) a két alakzat kozos pontjaibdl all. Két
alakzat egyesitését azok a pontok alkotjak, amelyeket a két alakzatnak lega-
labb az egyike tartalmaz. Sz6 .lehet természetesen ketténél tobb alakzat
k0z08 részérél és egyesitésérél is.

A pontokat nagybetiikkel, az egyeneseket kisbetiikkel, a sikokat nagy-
betitkkel vagy gorog betfikkel szokas jelolni.

Ha két térelem egyike tartalmazza a masikat, azt mondjuk, hogy a két
térelem illeszkedik egymashoz. Egy egyeneshez illeszkedé pontokat kolline-
drisaknak, egy sikhoz illeszkedé pontokat és egyeneseket komplandrisaknak
(egysiktl) mondunk.

Térelemek illeszkedésére vonatkozoan a kovetkezé megallapitasokat
tehetijiik: . |
I. Két ponthoz egy és csak egy egyenes illeszkedik.

1l. Ha hdrom pont nincs egy egyenesen, akkor egy és csak egy stk illesz-
kedik hozzdjuk.

IM. Ha egy sik tartalmazza egy egyenes két pontjdt, akkor tartalmazza a
leljes egyenest is.

1.2
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Az A, B pontok altal meghatdrozott egyenest AB egyenesnek, az A, B, C
pontok altal meghatarozott sikot ABC siknak mondjuk. Ezeknél a megneve-
zéseknél kozombos az, hogy a szereplé pontokat milyen sorrendben adjuk meg.

Két egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja van, mert kiilonben a két
egyenes I. szerint azonos volna. Ha egy egyenes nem illeszkedik egy sikhoz,
akkor legfeljebb egy kozos pontjuk van, hiszen kiilonben III. szerint illesz-
kedniiik kellene.

Al Ha egy allitasban ,,egy €s csak egy” all, ez azt jelenti, hogy van egy, s hogy tobb
nincs. A kodznapi nyelv ,,egyetienegy” Kkifejezese ugyanezt fejezi ki (ha a mondat szerkezete
nem tagadé). Igy pl. 1. azt mondja ki, hogy két ponthoz egyetlenegy egyenes illeszkedik,
azaz egyrészt van olyan egyenes, amely két adott ponthoz illeszkedik, masrészt viszont nincs

tobb ilyen egyenes.

A2 A bevezetett szakkifejezések utdn sokszor emlitjlik zardjelben a hasznalatos egyéb
megnevezéseket. Igy emlitjiik a szakkifejezés teljes alakjat, ha az csak féireértés lehetlsége
esetén haszndlatos, szokadsos rgviditéseit, a ritkdbban hasznalt, vagy ma mar alig hasznalt
megnevezeseket, s ezek k6zott sokszor idegen, tébbnyire latin vagy gorog eredetii szakkifeje-
zéseket is. Ez utobbiak ismerete megkdnnyiti az idegen nyelvii szakirodalom megertését is.

A3 Ha két alakzatrol van szo, akkor eleve két kiilonboz0 alakzatra gondolunk. Ugyanez
all akkor is, ha kett0 helyett nagyobb természetes szdmot mondunk. Felesleges lett volna
ezért pl. 1.-ben két pont helyett két kiilonbézé pontrdl szolni.

Elbfordul majd, hogy toébb alakzatrol beszéliink, és megengediiik, hogy kozottiikk azo-
nosak is legyenek. Jlyenkor ezt a tényt a szévegezésben is kifejezésre juttatjuk, és pl. harom
nem feltétlen{il kilonbdz6é pontrdél szolunk.

A4 Néhany szokasos jelolés: AN B az A, B alakzatok kozos részét, AUB pedig az egye-
sitésiiket jelsli, AD B és BCA egyardnt azt mondja ki, hogy az A alakzat tartalmazza
a B alakzatot, hogy tehat B az A alakzathoz tartozik; azt, hogy a P pont a pontokbdl 4116
A alakzat eleme, azaz P az A alakzathoz tartozik,.P€ A modon is jelolhetjiik.

A térelemekkel kapcsolatos és keveésbé dltalanos jelolések: a kerek zarojel a metszetet,
a szOgletes zardjel pedig az Osszekotd alakzatot, tehat pl. (ab) az a, b egyenesek metszéspont-
jat, [ABC] pedig az A, B, C pontok altal meghatdrozott sikot jelgli; —e— az illeszkedeés jele.

B1 Megallapitasainkat a szemléletre hivatkozva mondhattuk ki.Tapasztaljuk a helyes-
s¢gilket, bizonyitani azonban nem kivanjuk. Bizonyitasuk mdar csak azert sem sikeriilhet,
mert a benniik szerepl§ fogalimakat nem definidltuk. Azokat az allitasokat, amelyeket nem
bizonyitunk, s amelyekre okoskodasainkat épitjitk, axidmdknak nevezziik. Az altalunk
kimondott axiémak a valdsagot tiikrozd egyszer(i megallapitasok. Az axiomak bizonyos mér-
tékig potoljdk a benniik szereplé fogalmak definiciéjat. Mi is mondhatjuk, hogy pontnak,
cgyenesnek, siknak olyan alakzatokat neveziink, amelyekre a mar kimondott és a tovabbiak-
han kimondandé axiémaink teljesilinek. E fogalmak teljes szemléletes tartalmat azonban még
akarhany axiomaval sem lchet megragadni.

B2 Azt mondtuk, hogy minden alakzat pontokbdl 4ll, tehat a pontot valasztottuk a
geometria felépitéséhez alapelemiil. Ez nem az egyediil lehetséges modszer, bar szemlélettink

szamdra ez a legkdnnyebb.

1.3 Az egyenest egy pont két félegyenesre bontja fel. Ez a pont mindket
félegyenes kezddpontja (végpont), és egyben a két félegyenes egyetlen kozos
pontja. AB félegyenesnek mondjuk az AB egyenes A Kezdépontu félegyene-
sei koziil azt, amelyik a B pontot tartalmazza. Eszerint az AB felegyenes
kiilonbozik a BA félegyenest6l. Néha megtessziik, hogy az abran az A kez-
dépontu félegyenes mellé odairjuk a B pont jelét, de e pont helyét nem jelez-
ziik, mert csak az a célunk, hogy az AB félegyenesrol beszélhessiink, €s ezért
kozombos az, hogy a B pont hol helyezkedik el.

Az egyenest barmely két pontja két félegyenesre és egy szakaszra (egyenes-
szakasz, intervallum) bontja fel. A két pont a szakasz két végpontja. Az A, B
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e

végpontii szakaszt AB szakasznak mondjuk, de B A szakasznak is mondhatjuk.
Ez a szakasz az AB félegyenes és a BA félegyenes kozos részeként is szarmaztat-

hato, s mindkét félegyenesnek kezddszakasza. Az AB szakaszt néha AB jeloli.

A sikot egy egyenes két félsikra vagja. Ez az egyenes a két félsik kozos
része. A teret egy sik két féltérre vagia. Ez a sik a két féltér kozos része.

A félegyenes kezdopontjat, a szakasz végpontjait, a félsikot meghatarozo
egyenesnek s a félteret meghatarozo siknak a pontjait koz0s néven hatdrpon-
toknak nevezziik. Az egyenesnek, a siknak és a térnek nincs hatarpontja. A
mar emlitett alakzatainknak az olyan pontjait, amelyek nem hatarpontok,
belsé pontoknak nevezziik. Egy szakasz belsé pontjai azok, amelyeket a vég-
pontok kozrefognak, amelyeken a szakasz athalad. Az egyenesrdl, félegyenes-
r6l vagy szakaszrél azt mondjuk, hogy alakzatainknak valamelyikét metszi
(dofi), ha egyetlen kozos pontjuk van, és ez nem hatarpontja a két alakzat
epyikének sem. Ezt az egyetlen kozos pontot metszéspontnak (doféspont) ne-
vezziik.

A most bevezetett fogalmakra érvényesek a kovetkezé megallapitasok:

IV. Egy pont a rajta dthalado egyenest ket felegyenesre bontja fel. Az egyenes
e ponton dthaladé szakaszdnak a végpontjai mds-mds felegyeneshez tartoznak.
Az egyenes minden mds szakaszdt az egyik félegyenes tartalmazza.

V. Egy egyenes a rajta difektetett sikot két félsikra bontja fel. Az egyenest

metsz0 sikbeli szakasznak a végpontjai mds-mds félsikhoz tarfoznak. A stk minden
mds szakaszdt legaldbb az egyik félsik tartalmazza.

VI. Egy sik a teret két féltérre bontja fel. A sikot metszo szakasz vegpontjai
mds-mds féltérhez tartoznak. Minden mds szakaszt legaldbb az egyik f[éltér
tartalmaz.

Megéallapitasaink pl. az utolsé esetben burkoltan azt is kimondjak, hogy
a két féltér egy-egy belsé pontjat osszekoté szakasz metszi a kozos hatarsikot,
hiszen kiilonben a szakasz egy féltérben volna, és ezért ez a végpontjaira is
allna. Mondhatjuk tehat, hogy a széban forgé sikot egy szakasz akkor és csak
akkor metszi, ha a két végpontja mds-mas féltér belsé pontja. Hasonlot
mondhatunk természetesen a IV. és V. megallapitas esetében is.

Az V. és V1. megallapitds megszovegezésénél arra az eseire is gondol-
tunk, amikor a szakasz a kozos hataregyenesen, illet6leg hatarsikon van. Azilyen
szakaszt is tartalmazza a két félsik vagy féltér egyike, sot ezt a ketté koziil
barmelyik megteszi.

2. § Mozgas és hossziisag

Azokat az alapveté fogalmakat és tényeket targyaljuk, amelyek a moz-
gissal és a hosszisagméréssel kapcsolatosak.

2.1 Ha egy alakzat mozog, akkor pontjai 1j helyzetbe keriilnek, de le-
hetnek kozottiik helyben maradé pontok is. Mozgas kozben az alakzat alakja
nem valtozik meg. Sz0 lehet az egész tér, azaz a tér valamennyi pontjanak
egyiittes mozgasarél is. Egy alakzat mozgasat mindig kiegészithetjiikk az
egész tér mozgasava. Ugy gondolhatjuk tehat, hogy egy alakzat mozgasakor
a mozg6é tér viszi az alakzatot aj helyzetébe.

21
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A

Nem gondolunk arra, hogy a mozgas sordan a mozgo6 alakzat pontjai mi-
lven helyzeteket foglainak el, hanem csak arra, hogy a mozgas révén milyen
kezd6 helyzetb6l milyen véghelyzetbe jutottak.

Lehetséges, hogy a mozgas egy alakzat pontjainak helyzetét megval-
toztatja, de az alakzat egésze a mozgas utan is ugyanazt a helyet foglalja el.
Ez a helyzet pl.,, ha a mozgatott alakzat a teljes tér.

Minden mozgashoz tartozik egy ellentétes mozgas, amelyik az elmozga-
tott alakzatot eredeti helyzetébe viszi vissza. Ha az elmozgatott alakzatot to-
vabb mozgatjuk, akkor az eredeti alakzatbol mozgassal szarmazo alakzat-
hoz jutunk. Mondhatjuk tehat, hogy két mozgas egymasutanja egyetien moz-
gast ad. Kivétel nélkiil igaz ez, mert az el nem mozgatast, a helybenhagyast
is a mozgasok kozé soroljuk.

A mozgasra vonatkozéan a szemléletre hivatkozva a kovetkezd meg-
allapitasokat tessziik:

VII. A mozgds ket pont 0sszekotd szakaszdt a ket elmozgatott pont 0sszekoto
szakaszdba, az egyenest egyenesbe és a sikot sikba viszi.

VIII. Egy és csak egy olyan térmozgds van, amely egy adott félsikot és ennek
hatdrdn adott félegyenest megadott helyzetbe, egy adott félsikba és annak hatdrdn
adott félegyenesbe visz dt.

A masodik megallapitas aztis kimondja, hogy ha a térmozgas nem valtoz-
tatja meg egy félsik és egy ennek hataran elhelyezkedd félegyenes helyzetét,
akkor nem valtoztatja meg a tér egyetlen pontjaét sem.

B Aki tudja, hogy a térgeometria felépithetd gy, hogy el6zetesen csak a sik (térben
val6) mozgatasard!l van sz0, az kérdezheti, miért vezettiik be mi itt, az alapfogalmak ismerte-
tése soran nyomban a térmozgast. Ennek az elhatarozdsnak az az oka, hogy a sik és a ter moz-
gatasanak szemléleti alatamasztasa kozott nem igen tehetiink kiilonbséget. Mddszeriink efo-
nye, hogy amikor az egyiket mar szerepeltetjiik, nem kell tettetniink, hogy a masikat még
nem tsmerjiik.

Tovabbi eldnyt jelent az, hogy mddszeriink révén ebben az eldkészits fejezetben parhu-

zamot latunk a sikra €s a terre vonatkozo alapismeretek kozott. 1tt elsésorban a 6. §-ra ¢s
azon belil kiillonosképpen a 6.5 szakaszra gondolunk.

2.2 Két szakasz akkor egyenld, ha van olyan mozgas, amelyik az egyiket
a masikba viszi. Ha két szakasz nem egyenld, akkor az a nagyobb, amelyik
tartalmaz a masikkal egyenlé szakaszt.

Ha egy szakaszt hosszegységnek valasztunk, akkor a szakaszokat pozitiv
valos szamokkal mérhetjiik. A hosszegység hossza 1. Egyenlé szakaszok hossza
egyenlo, és nagyobb szakasz hossza nagyobb. A szakaszok hosszat altalaban
kisbettivel jeloljiik.

Két pont 6sszekoto szakaszanak hossza a két pont i{dvolsdga. Az AB sza-
kasz hosszat AB vagy AB is jelolheti. Mondjuk, hogy egy pontnak onmagatol
Kaiﬁ tavolsaga 0O, és ennek megfelelden egyetlen pontot nuliszakasznak is mond-

atunk.

A hosszmérésrdl szolnak a kovetkezO6 megallapitasok:

IX. Egy szakaszt bdarmely belso pontja két olyan szakaszra bont fel, amelyek
hosszdnak 0sszege az eredeti szakasz hossza.

X. Ha a hosszegység adott, akkor bdrmely A kexdopontu félegvenesen egy
és csak egy olyan B pont taldlhaté, amelyre nézve az AB tdvolsdg egv adott pozitiv
valos szam.

2.2
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Az els6 megallapitas akkor is helyes, ha benne nem két, hanem veges sOK
gzakaszra valo felbontéds szerepel.

Ha a hosszegységet megvaltoztatjuk, minden szakasz hossza ugyanannyi-

szorosra valtozik. Azt mondjuk, hogy egy szakasz egy masik szakasz rn-szerese,
masik két szakasz Osszege vagy kiilonbsége, ha a szakaszok hosszal kozott

ilyen kapcsolat a1l fenn. Erre az ad jogot, hogy az ilyen krij_elente's ’helyesse"fge
nem fiigg a hosszegység megvalasztasatol. $z6 lehet hasonlo indokolassal al:rol,
hogy pl. két szakasz szorzata vagy hdnyadosa masik ket szakasz szorzataval
vagy hanyadosival egyenlé. Nem mondhatunk azonban hasonlot, ha pl. két
szakasz hosszanak szorzata egy harmadik szakasznak a hossza.

Al A gyakorlati életben a hossziisdg megadasakor a valasztott hosszggységet_ is jelezni
kell (pl. 5 cm, 60 km). A hosszegyseg megvaltoztatasakor a hossziisag mérdszama is megval-
tozik. Ezt a tényt szbgezziik le, amikor kimondjuk, hogy a hossziisadg nem puszta szdm, hanem
hossziisdg dimenzidji mennyiség. Geometriai feladatoknal szokas viszont az, l}ogy a hosszegy-
séget eleve adottnak gondoljuk, és a hossziisdgok megadasanal nem is jelezzilk.

A2 Szerepeltettiik a valos szamokat, és feltételezziik, hogy az olvasd ismeri a valds sza-
mok aritmetikadjat. TAmaszkodunk majd az elsd- és masodfoku egyenletek megoldasanak isme-

refére is.

Bl Eddig tiz, romai szamokkal jel6lt axiémat mondtunk ki. Ezek az axiémak a tapasz-
talaton alapulnak, a valésagbol absztrakcidval szdrmaznak. Absztrakcio rszgikséges mar ahhoz
is, hogy pontrdl, egyenesrdl és sikrél beszélhessiink. Tovabbi absztrakciot jelent, hogy a geo-
metria targyaldsiban abszolut igaznak tekintjiik azt, amit a tapasztalat csak bizonyos kor-
14tok kozott tAmaszt ala. Ilyen tény pl. azis, hogy a merev test elmozgatasa utan pontjainak
tavolsagai nem valtoznak meg. Lehetséges, hogy bévebb tapasztalat ezt meg fogia cafolni. Az
axiomainkra épiill6 geometria ezek szerint a tapasztalaton alapszik, de nem az egyediil 1ehet-

séges ilyen geometria.

B2 Megtehetn6k, hogy a tovabbiakban a tapasztalatra tobbet nem hivatko_zunk, a

szemléletre nem tamaszkodunk, hanem rémai szamokkal jelzett axiémainkbdl kiindulva
mindent logikai titon vezetiink le. Igy a teljes geometriat fel lehetne épiteni, ha a mar kimon-
dott axiémakhoz még egy tovabbi axiomat csatolunk, amelyet majd kés6bb mondunk ki
lasd 12.2).
( Ha i)gy jArnank el, targyaldsunk axiomatikus volna. Nem valaszthatjuk ezt az utat, mert
nagyon hosszadalmas és nehézkes. A legtobb gondot talan az okozna, hogy meg a szemfé‘le.tes
kifejezésmédokat is el kellene keriiiniink, illetéleg minden ilyen kifejezés jelentését definial-
nunk kellene. A kezd6 értetleniil 4llna az ilyen targyalds sok bonyodalma el6tt. Mi ismételten
hivatkozni fogunk a szemléletre, és nem fogjuk minden esetben kalon hangstilyozni ezt a
kbriilményt. Ha mégis felsoroltunk targyaldsunkban axiomakat, ezt csak azért tettik, hogy
rdmutathassunk az axiomatikus targyalas mibenlétere.

Felsorolt axiomainkat t6bb szempontbél kifogdsolni lehet. Meg lehetne kovetelni, hogy
az egyes axiémak 4llitdsdnak még egy része se legyen a tobbibol levezethetd. Kifogasolni lehet,
hogy axiémaink szerepeltetik a valos szamokat, pedig a geometria a valds szamok szere-
peltetése nélkil is felépithetd. Kifogasolni lehetne, hogy axiomdink a tartalmazas fogalmara,
tehat a halmazelmélet elemeinek ismeretére épiilnek, pedig ezek az alapfogalmak is axio-
matikusan részletezheték volnanak. E szempontok figyelembevétele az axiomatikus targya-
14st még nehezebbé tenné. Aki annak a ténynek a bizonyitdsat is elvarja, hogy a geometria
axiémaibél nem lehet ellentmondasra kdvetkeztetni, az olyan kdvetelményt tamaszt, ame-
lyet — legaldbbis ma — nem tud teljesiteni senki sem. .

A geometria axiomatikus megalapozisara els6nek EukLiDEs torekedett. Mai értelem-
ben vett els6 szabatos megvalésitéja D. HiLBerT (1862—1943, gbttingai egyetemi tandr).

B3* Néhany megjegyzést tesziink az olyan olvasd szamara, aki ismeri a geometria
szokdsos axiomatikus megalapozésat, és a mi axiémainkat egybe akarja vetni a szokasos axi6-

makkal.

a) Az egybevetés érdekében elfszor is leszigezziik, hogy hogyan ertendok axiomaink

akkor, ha axiomatikus tisztasdgra toreksziink.
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Els6 hirom axidmank egy pontoknak nevezett clemekbdl 4llo, térnek mondott halmaz-
r6l kimondja, hogy vannak olyan nem iires, a pontoktdl és egymastol kfilonbzd, egyenesek-
nek és sikoknak nevezett részhalmazai, amelyek az egymast tartalmazas tekintetében rendel-
keznek az I—II1. axiomakban kimondott tulajdonsagokkal.

Az egyenes, a sik és a tér kettévagasardl sz016 axiomaink kimondjak, hogy van egy olyan
elvalasztasnak mondott relacio, amely egy egyenes egy pontja és mas két pontja kozott allhat
fenn, s amely rendelkezik a IV—VI. axiémakban kimondott tulajdonsagokkal. Igy pl. 1V.
szerint az e egyenes P pontja egyértelmflien két nem fires osztalyba sorolja e tobbi pontjat;
P csak olyan pontokat valaszt el az e egyenesen, amelyek mas-mas osztalyhoz tartoznak;
ha viszont P nem valasztja el e-nek két P-t6l nem feltétleniil killonb6z0 pontjat, akkor ez a két
pont, valamint az ezeket elvdlaszté pontok mindannyian egy P-vel kibOvitett osztalyhoz
tartoznak. Hasonldt mondhatunk V. és VI. esetében is.

A mozgatasrél sz616 két axiomank kimondja, hogy van egy olyan transzformaciocsoport,
amelynek elemeit elmozgatasoknak nevezziik, s amelyek rendelkeznek a VII., VIIL. axiomak-
ban kimondott tulajdonsigokkal. Eszerint a csoport elemei egyeneshez egyenest, sikhoz sikot
rendelnek, az elvilasztas relaciéjat megtartjdk, és a csoportnak egyetlenegy olyan eleme
van, amely a VIIl.-ban emlitett alakzathoz egy megadott ugyanilyen alakzatot rendel.

A mérésrdl sz6l6 axidmdink azokra az osztalyokra vonatkoznak, amelyeket az elmozga-
tassal egymdsba atvihet6 pontparok alkotnak. Két axiomank kimondja, hogy ezeknek a pont-
parosztalyoknak mindegyikéhez hozzarendelhetd egy-egy pozitiv valés szam, amelyet az
osztalyba tartozd pontparok tavolsaganak mondunk, s amely rendelkezik a IX., X. axiomakban
kimondott tulajdonsidgokkal. Eszerint egy pontnak két altala elvalasztott ponttol vald tavol-
sdgat Osszeadva ez utobbiak tavolsdgat kapjuk meg, tovabba egy egyenesen az A, B pontok-
hoz egyetlenegy olyan pont talalhato, amelyet A nem valaszt el a B ponttdl, s amelynek A-19l
valé tavolsdga egy Onkényesen megadott pozitiv valos szam.

b) Az Aaltalunk megadott axiomak rendszere a szokdsos axiomarendszerekkel ekviva-
lens. Ismeretes ugyanis, hogy axiomaink Allitasa levezethet$ a szokasos axiomarendszerek-
bdl, és ellenbrizhetd, hogy a szokasos axidmak levezethet6k a mi axiomainkbol. Ez utobbi
levezetést illetGen megemlitjlik, hogy az illeszkedési axiomak I—III. és VI. axiomainkbol
adédnak, a rendezési axiémak a IV. és V., az egybevagosagi axiomak a VII—X. axiomaink-
bdl kiovetkeznek, és X. axiomank a folytonossagi axioma teljesillését is biztositja.

Az emlitett levezetés soran csak az egybevagosagi axiomak levezetése jelenthet prob-
lémat. Ezért erre a részletre vonatkozdlag néhiny megjegyzést tesziink. A szakasz €s a szog-
tartomany bevezetése utdn ezek kiorében egybevigonak (vagy egyenlének) az elmozgatassal
egymasra fektethet6ket mondjuk. Az igy definidlt egybevagosig reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv, hiszen az elmozgatasok csoportot alkotnak. Egy félegyenes két kezdlszakasza nem
lehet egymassal egybevagé; ezt X. axiomank kimondja, de ez IX. axiomankbdl is levezethet0.
Tobb gondot okoz annak bizonyitasa, hogy ha az OB, félegyenes kettévagja a konvex AOB <
tartomanyat, akkor az AOB, AOB, szigek nem lehetnek egybevagdk. Ezt a bizonyitast
vazlatosan kozoljiik.

Ha az emlitett szogek egybevagok, tehat AOB< elmozgatassal AOB, g -re helyezhetd,
akkor ez az elmozgatas az O A szarat csak az OB, szarra fektetheti, mert ha helybenhagyna,
akkor ellentmondasba jutnank a VIII. axiémaval. Ugyanez az elmozgatas az OB, felegyenest
olyan OA, félegyenesbe viszi at, amely az AOB, < belsejében halad. A félegyenesek helyzetét
megad6 A,, B, pontokat az AB szakaszon vessziik fel. E szakasz tetszoleges P pontja egy OP
félegyenest hataroz meg. Ezt az imént emlitett elmozgatds kétszeri alkalmazdsa az OP,
helyzetbe viszi at. llyen mdédon P-hez az A B szakasz egy P, pontjat rendeltik hozza. Ez a
hozzarendelés A-hoz A,-et, B-hez B,-et rendeli és az elvalasztas relaciojat megtartja. Tekint-
sfik azoknak a P pontoknak a halmazat, amelyekre AP < AP, teljesiil. Ez a halmaz tartal-
mazza az A pontot (st az AA, szakaszt is), a B pontot azonban nem. A X. axiomara tamasz-
kodva megéllapithatjuk, hogy van egy olyan maximalis AC szakasz, amelynek minden belsé
pontja az emlitett halmazhoz tartozik. A C-hez rendelt C, pont nem lehet az AC szakasz belsé
pontja, mert akkor a kétszeri elmozgatas az A, C,, C sorrendet nem tartand meg. Nem lehet
azonban C, az AC szakasz meghosszabbitdsan sem, mert akkor a CC, szakasz is az imént emli-
tett halmazhoz tartoznék, és AC nem volna maximalis. Ezek szerint C és C, azonos pontok,
és a kétszeri elmozgatas az AC félegyenest, valamint az AC egyenes altal hatarolt felsikokat
nem mozgatja el. Ez ellentmond VIII, axiémanknak, hiszen a B pont nem marad helyben,

8 ez az ellentmondas eredeti allitasunkat bizonyitja.

2.2
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¢) Az axiomatika jobbnak tartja az olyan axiémarendszert, amely kevesebbet mond ki ¢€s
kevesebb elGismeretre tdmaszkodik. Ebb6l a szempontbol a mi axiémarendszerfink hatarozot-
tan rossznak mondandé, hiszen axiémaink sok feleslegeset is kimondanak, €s a valos szamok

ismeretét szfikségteleniil feltételezik. Még csak az sem igaz, hogy axiomaink egyike sem hagy-
haté el, mert bizonyitani lehet, hogy IV. axiémank allitasa levezetheté a IX. és X. axio-

mankbol.,
Axiomaink megvdalasztasakor nem is torekedtiink azonban a most mondott szem-

pontok érvényesitésére. Az a cél vezetett benniinket, hogy a kezd§ axiémarendszert lasson,
de az mennél konnyebben emészthetd legyen.

B4* Axiémarendszeriinknek egy kevesebbet kimondé mddositasat emlitjiik meg. Eredeti

IX. és X. axiomankat a kovetkezOkkel potolhatjuk:
Az elmozgatissal egymisba 4tvihet8 rendezett pontparok osztalyairdl, az ezekhez az

osztalyokhoz rendelt pozitiv szdmokroél sz6lunk. A rendezett P, Q pontparhoz rendelt szamot
PQ-val jeloljiik. A moédositott IX. és X. axiéma szerint ez a hozzarendelés megvaldsithaté
figy, hogy ha B elvélasztja egy egyenesen az A, C pontokat, akkor AB 4 BC = AC, ha
pedig egy p pozitiv valés szdmot onkényesen megadunk, akkor az AB félegyenesen egyetlen-

egy olyan pont van, amelyre AP = p. o |
Megmutatjuk, hogy ezekbdl a modositott axiémakbol valdban kovetkeznek eredet:

axiémaink allitdsai. Ehhez PQ = QP bizonyitdsdra van sziikség. Tegyiik fel tehat, hogy pl.
PQ < QP. Az ©j X. axiéma szerint a QP félegyenes egy P, pontjara PQ = QP,. Ez a P, pont
a PQ szakasz bels§ pontja, mert P altal Q-t6l elvalasztott P’ pontra uj X. axiomank szerint
QP’ — QP 4 PP’ > QP > PQ. Ezek szerint van olyan elmozgatas, amely a P pontot Q-ba,
a Q pontot pedig a P, Q pontokat elvalaszt6 P,-be viszi. Minthogy az elmozgatas az elvalasztas
relaciéjat megtartja, az emlitett elmozgatas a P, pontot a Q, P, pontokat elvalasztdé Q, pontba
viszi. Ennek az elmozgatisnak kétszeri alkalmazasa a P, Q pontokat a P,, Q, pontokba viszi
4t, igy tehat PQ = P,Q,. Ennek ellentmond, hogy 1X. axiomank szerint

PQ““"PP1+P1Q>P1Q=P1Q1+Q1Q>P1Q1-
Ez az ellentmondas az eredeti PQ = QP Aallitast bizonyitja.

2.3 Irdnyitott szakaszhoz jutunk, ha egy szakasz végpontjainak sorrend-
jét is megadjuk, azaz megmondjuk, melyik a kezddpontja és melyik a végpontja.
Ha az iranyitott szakaszt AB jeloli, akkor A a kezd6pontja. Ha egy pont ezen
a szakaszon A-bol B-be jut, akkor ennek a szakasznak az iranyaban mozog.

Minden félegyenes irdnyt szab meg. Az iranyitott AB szakasz iranya
megegyezik az AB félegyenesével. Egy egyenesen elhelyezkedo ket félegye-
nes iranya akkor és csak akkor egyez0, ha az egyik tartalmazza a masikat.
Egy egyenesen kétféle irany adhato meg, ezek egymassal ellentétes iranyok.
Irdnyitott egyenest adunk meg, ha az egyenest és ezen egy iranyt is megadunk.
A megadott iranyt pozitivnak, az ellentétes iranyt pedig negativnak mondjuk.

Iranyitott egyenesen megadott irdnyitott szakasznak eldjeles hosszusagot
tulajdonithatunk. Igy nevezziik a szakasz hosszusagat, ha pozitiv vagy nega-
tiv eldjellel latjuk el aszerint, hogy iranya pozitiv-e vagy negativ.

Eoy egyenes két iranyitott szakaszét egyenlének mondjuk, ha eldjeles
hosszuk egyenlé. Egy egyenes iranyitott szakaszairdl szolva azt mondjuk,
hogy egy szakasz egy masiknak n-szerese, masik kettének Osszege vagy Kii-
lonbsége, hogy tovabba két szakasz szorzata vagy hanyadosa az egyenes (vagy
egy masik egyenes) két szakaszanak szorzataval vagy hanyadosaval egyenlo,
ha el6jeles hosszuk kozott ilyen kapcsolat all fenn. Az ilyen kijelentések he-
lyessége nem fiigg a hosszegység megvalasztasatol, de nem fiigg az egyenesek
iranyitasanak mikéntjétol sem. A szorzatot és hanyadost illetéen hozzatessziik
ehhez, hogy nem fiigg az egyenes irdnyitasatol az eredmény elGjele sem.

Akarhogyan helyezkednek el egy egyenesen az (egymastol nem feltét-
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lenil kiilonboz6) A, B, C pontok, mindig fennall az iranyitott szakaszokra
kimondott
AB -+ BC = AC

osszefiiggés. Az 1. &dbra eseteinek

vizsgilataval ellendrizhetjiik e ki- A B¢ AC B (4 B
jelentés helyességét.
Az egyenest elmozgathatjuk 1 dbra

ugy, hogy ujbdl ugyanezt a helyet

foglalja el, a mozgas az irdnyokat ne viltoztassa meg, és megadott A pontja
el6irt B pontjaba keriiljon. Ezt a mozgast az egyenes (6nmagaban vald) ei-
toldsdnak (tranzlacid) nevezziik.

Ha az egyenes A,, A, pontjai az egyenes eltoldsakor a B,;, B, pontokba
jutnak, akkor az A,B, ésA,B, iranyitott szakaszok egyenlék. Iranyitott egye-
nes eltoldsakor ezeknek a szakaszoknak a kozos el6jeles hossza az eltolas
mértéke. Eltolasok egymas utani alkalmazasa az egyenes egyetlen eltolasat adja,
s ennek eldjeles mértéke az alkalmazott eltolasok mértékeinek osszege. Az ered-
mény nem fiigg attél, hogy az eltoldsokat milyen sorrendben hajtottuk végre.

A Vigyazzunk arra, hogy ha irdnyitott szakaszokrél van szo, akkor AB és BA mast
jelent, hiszen AB = — BA.

2.4 Egyes specidlis mozgasfajtdkat emlitiink.

A tér eltoldsa (tranzlacid) nem valtoztatja meg egy félsik helyzetét, és
ennek hataregyenesét onmagaban tolja el. Nem valtozik meg ilyenkor azok-
nak a féltereknek a helyzete, amelyeket az elcstisztatott félsik sikja hatarol,
és az elcstsztatott félsikot sikka kiegészit6 félsik helyzete sem. A tér eltoldsat
egyértelmiien jellemezziik, ha megadjuk az elcsusztatott félsikot és azt, hogy
hataregyenese hogyan tolddik el.

A tér elforgatdsakor (tengely koriili elforgatas, rotacio) egy egyenes pont-
jai helyben maradnak. Ez az egyenes a forgdstengely. Egy ilyen forgast egyér-
telmfien jellemziink, ha megadjuk tengelyét és azt, hogy egy a tengely altal
hatarolt félsik milyen helyzetbe jut.

Ha a térnek egy pont koriili elforgatasairdl beszéliink, mindazokra a
térmozgasokra- gondolunk, amelyek ennek a pontnak, a forgdscentrumnak a
helyzetét nem valtoztatjdk meg. Ilyen mozgashoz jutunk, ha a teret olyan
tengely koriil forgatjuk el, amely a forgascentrumon athalad.

Ha a teret tigy mozgatjuk el, hogy egy féltér ne valtoztassa meg a helyze-
tét, akkor ez a féltér hatarsikjara is all. A hatarsiknak ezt a mozgasat sik-
mozgdsnak nevezziik. Ilyen mozgashoz jutunk, ha a sikot folyamatosan ugy
mozgatjuk, hogy a mozgas sordn mindig ugyanazt a helyet foglalja el, hogy
tehat a sik 6nmagaban mozogjon. Egy sikmozgas jellemzéséhez elég megadni,
hogy a sik egy félegyenese milyen helyzetbe jut. Hangsilyoznunk kell, hogy
a sikot a térben mozgatva tigy is 6nmagara fektethetjiik, hogy a sik 6nmagaban
mozogva, tehat sikmozgassal ezt a helyzetet nem érheti el.

A sik eltoldsa (tranzlacio) olyan sikmozgas, amelynél egy egyenes nem
valtoztatja meg helyzetét. A sik eltoldsa ezt az egyenest onmagdban tolja el.
Az elcsusztatott egyenes 4ltal hatédrolt félsikok a sik eltoldsa soran helyben
maradnak. A sik eltoldsiat azzal jellemezhetjiik, hogy megadjuk az elcstisz-
tatott egyenest és azt, hogy ez az egyenes hogyan tolddik el.
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A sik elforgatdsa (pont koriili elforgatas, rotacio) olyan sikmozgas, amely-
nél egy pont helyben marad. Ez a pont a forgds kozéppontja (forgascentrum).
Ezt a mozgast a kozéppontnak és egy ebbdl kiindulo félegyenes kezdd és vég-
helyezetének megadasaval jellemezhetjilk.

Az ebben a szakaszban emlitett mozgasfajtak mindegyikér6l megallapit-
hatjuk, hogy az ellentétes mozgds, valamint két mozgas egymas utani alkal-
mazasaval Keletkezd mozgas is ugyanolyan fajtaju. Ezt a kijelentést gy ért-
jiik, hogy pl. egy megadott tengely korili két elforgatas egymasutanja ugyan-
azon tengely Koriili elforgatast szolgaltat. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy
definicidink az el nem mozgatast is hozzasoroltak az eddig emlitett mozgas-

fajtak mindegyikéhez. Egymasutanjukrol sz0l6 iménti kijelentéstink kulon-

ben nem is volna helyes.

Megemlitjiik még, hogy a tér eltolisainak és tengely koriili elforgatasai-
nak egymasutanja minden térmozgashoz elvezet, s hogy a sik eltolasainak
és elforgatasainak egymadsutanja minden sikmozgast megad.

Bl Mar leszogeztiik allaspontunkat, hogy ebben az elsé fejezetben a szemlélet altal
alditamasztott tényeket ismertetiink, és nem toreksziink arra, hogy helyességiikre axiémaink-
bél kiindulva logikai titon kgvetkeztessiink. Nem foglalkozunk az ebben a szakaszban elGadot-

taknak bizonyitasdval sem. Megemlitjitk viszont, hogy csak olyan tényeket soroltunk fel,
amelyeknek bizonyitdsa a késdbbi fejezetek anyaganak felhasznilisa nélkiil is lehetseges

(v, 6.5 B4).

B2 A targyalt mozgasfajtdkkal kapcsolatban nem emlitettlink néhany olyan tényt,
amelyeknek a bizonyitasdndl a konyv késdbbi fejezeteinek ismeretére volna szlikség. Nem
sz6lhattunk ezért arr6l, hogy a sik és tér eltoldsdnal csak egyetlen egyenes tolodik-e el onma-
giban, hogy a tér eltoldsanal csak egyetlen félsikpar marad-e helyben, hogy eltolasok egymas-
atanja akkor is eltolast ad-e, ha nem ugyanannak a félsiknak az elcsusztatasaval szarmaztat-
hatok. Kilonbséget kell tenniink hasonlé okokbdl a tér tengely koriili elforgatasa €s a sik
forgdsakor az chhez a sikhoz tapasztott tér mozgasa kozott.

3. § Szog

A szogekkel, mérésiikkel és a szogek kozotti legegyszer(ibb kapcsolatok-
kal foglalkozunk.

3.1 Egy pontbol kiindulo két félegyenes a sikot két részre bontja. Egy-egy
ilyen részt szognek vagy szdgtartomdnynak nevezink (2. abra). A felegyenesek a
szog szdrai, kozos kezdépontjuk a szog csdcsa (szogpont). A szarak helyett
sokszor csak kezdGszakaszaikat szerepeltetjiik. A szogtartomanyt a sza-
rak egyiittese, a szdgvonal (szog) hatdrolja. A szogvonal az altala hatarolt két
szogtartomany kozos része.

Ha egy szognek csak a szarait adjuk meg (és ezek nem alkotnak egyetlen
egyenest), akkor az altaluk hatarolt két szog kisebbikére gondolunk (tehat
arra, amelyik nem tartalmazza a szarak meghosszabbitasat). Ha a nagyobbik
szogrél van sz, akkor ezt a korilményt valamilyen médon jelezni kell.

A szogeket gorog kisbetilikkel jeloljiik. A szog jele <J. Az OA, OB sza-
rakkal megadott szoget AOB <] jeloli, de BOA<] is jelolheti. Ha csak egy O
csticsti szogre gondolhatunk, akkor az O<y jeloléssel is megelégedhetiink.
Abraban a szogbe rajzolt, a szarakat osszekoto ivvel (kettés ivvel stb.) jelol-
hetjiik a szogeket, és betlijeliiket a szog szarai kozé irjuk.

3.1
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2. dbra

B A szBgtartomany definiciéjaval kapcsolatban megemlitjiik, hogy egy szogvonalbél
kiindulva hogyan juthatunk el az altala hatarolt két szogtartominyhoz. Ha a ket szar egyetlen
egyenest alkot, akkor a ket szogtartomany az egyenes altal hatarolt két félsikkal azonos.
Ha a ket szar nincs egy egyenesen, akkor a szaregyenesek mindegyike egyetlen olyan félsikot
hatdrol, amely tartalmazza a masik szarat. Az igy kapott két félsik kozos része a Keresett két
szdgtartomany egyike. Ha ezt a szigtartomanyt a teljes sikbdl elhagyjuk, akkor a szégvona-
lunk altal hatéarolt masik szogtartomanyhoz jutunk.

3.2 Két szog akkor egyenld, ha mozgassal fedésbe hozhatok. Két nem
egyenlo szog kozill az a nagyobb, amelyik tartalmdz azonos csticsii s a ma-
sikkal egyenld szoget.

Ha egy szoget egységiil valasztunk, akkor a szogeket mérhetjiitk. A szog-
mérték pozitiv valos szam. Egyenlo szogek mértéke egyenld, és nagyobb szog
mértéke nagyobb. Ha egy szoget csicsabol indulo félegyenessel két szogre
bontunk, akkor e két szog mértékének osszege az eredeti sz6g mértékét adja.
Ez akkor is igaz, ha egy szoget nem két, hanem véges sok szogre bontunk fel.
Ha két kozos csdcsu szog egyike tartalmazza a masikat, akkor az elsének a
mértéke a nagyobb. A szogek mértékei kozott mindazok a szdmok el6fordul-
nak, amelyek valamely szog mértékénél Kkisebbek.

A szog jele a szog mértékét is jeloli. Egyenl6 szogeket sokszor jeldliink
ugyanazzal a betiivel és rajzban is ugyanolyan mddon (ivvel, kettds ivvel stb.).
~Egy szoget egy masik sz0g n-szeresének, masik két szog osszegének vagy
Kilonbségének mondunk, ha mértékeik kozott ilyen kapcsolat van. Az ilyen

Kijelentések helyessége nem fiigg attol, hogy a szogmérés egységét hogyan
valasztjuk meg.

Az egyenesszog szarai egy egyenest alkotnak. Az egyenesszog felét derék-
szognek nevezzilk. Az egyenesszog tartomanya tehat félsik (a derékszogé pe-
dig siknegyed). A derékszognél Kkisebb szogeket hegyesszognek, a derékszog-
nél nagyobb, de az egyenesszognél Kisebb szogeket tompaszognek mondjuk.
A hegyesszog, derékszog, tompaszog és egyenesszog Kbzos néven konvex

9 Bevezetés a geometriaba — 4218 3:2
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(dombort) szogek. Az egyenesszognel nagyobb szogeket rxonkav _(homor)
szogeknek nevezziik (vo. Al). Mint hataresetet bevezetjik a nullszoget, mely-
nél a két szar egybeesik, és a szogtartomany s:r:erepet ez az egyetlen szar
jatssza, valamint a teljesszdget, melynél a két szar egybeesik, és a szogtarto-
many a teljes sik. | ’

A derékszog széraira azt mondjuk, hogy egyik a masikra meroleges (orto-
gonalis, normalis). A merolegesseég jele 1. Abran a derékszoget az;al is jelezhet-
jitk, hogy a szoget jeldl6 iven beliil egy pontot helyeziink el. A derékszog (rectus)
jelolésére az R betiit is hasznaljak. _ |

A szogmérés egységélil kozonseégesen az egyenesrszﬁg 180-ad részét,
a fokot (1°) valasztjuk. A fok hatvanad része egy perc (1'), és ennek hgtvanag
része egy mdsodperc (1”). Eszerint a teljesszog 360°, az egyenesszog 180

ts a derékszog 90°.

Al Helyteleniteni kell, ha valaki a konkav szoget ,,domborn szfg”-nek moana. Ez a
sZ0Kas szerenzsére mér kivesz6ben van. Aki elfogadja ezt a helyt_elen megnevezésrt,,j-' ilyeneket
kénytelen mondani: ,,a szogtartomany akkor dombori, ha a szdg nem dombora” (vo. 4.6)

és , egy sokszogtartomany akkor dombord, ha nincs dombori szoge” (vO. 4.7).

A2 A fokmérték a babiloni hatvanas szamrendszer emleket Orzi. Ujabbaq ismételt
kisérlet tortént arra, hogy a szbgmérésnél 100-as valtoszamra terjenek at. A derckszog szazad-
része egy ujfok (1,), ennek szazadrésze egy zij’perc‘(l,), és ez utébbinak szdzadrésze egy uyma-
sodperc (1,). E mértékek altalanosabban nem terjedtek el.

3.3 Nemcsak kozvetleniil lehet a szogmérés eg’yse:ge;t megadni, hanem
azéltal is, hogy megadjuk valamelyik szognek a rr}(::_rteket. [gy vezetjiik be
az ivmértéket azaltal, hogy az egyenesszog mértékéul egy ar:ve! ]’elolt valqs
szamot valasztunk. E szam kozelité értéke 3,14139. Pontos értékét csak ké-
s6bb szabjuk majd meg (lasd 19.4). | ' o

A szégek mérésére egyardnt hasznaljuk a fokmértéket €s az ivmeérteket.
Ez a két mérték is aranyos egymassal. A leggyakrabban el6fordulé szogek
ivmértéke: ﬂ

7T . a
© — o — 0=——, 6002-——, 45Oﬂ———-,
360°=2m, 180 m, 90 : - 7

Ha fokmértékrél ivmértékre tériink at, akkor az

30° = - .
6

T 7 2 n'’ T

o __ py__ - — n
v =g 648 000

| ; =
180 10 800

osszefiiggéseket hasznalhatjuk. Az itt szereplé tortek kozelitd értéke
° — (0,0174533, 1’ = 0,0002909, 1" = 0,0000048.

Radidnnak nevezik azt a szoget, amelynek ivmértéke I. Ennek fokmértéke

5 (61
kOZEIItO c€g | — 57017’44,6” — 57’295780'

A Az ivmérték bevezetése alapjan megallapithatjuk, hogy az ivimérték dimenzio

' Az ivmérték szamadata utdn a mértékegység, a radidn jelzes€t elhagyjuk.
e et e drn bbél, hogy egy szog fokmértekeét és ivmeértekeét egyenlfnek mond-

Semmi zavar nem szarmazik a
juk és irjuk.

B1 Az ivmérték hasznalatinak sok elénye van. Legnagyobb hasznat az analizis latja,

de tapasztaljuk majd, hogy a geometrian belill is vannak el6nyei (ldsd 19.8 és 29.8).
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B2 Kifogasolhatja valaki, hogy az ivmértéket bevezettitk és a n szamot szerepeltettiik,
mieldtt a korr6l és a koriv méréserdl szo6 lett volna (vo. 19.8). Azt valaszolhatjuk erre, hogy a =
szam bevezetésehez nincsen geometridra sziikség, hiszen az analizis szdmos lehetséget nytit

3
erre. Példaként megemlitjtik, hogy n a legkisebb olyan pozitiv szdm, amelyre an—% ~
ﬂ;ﬁ
4 i o= + ... sor Osszege 0. Ez a valasz azt is mutatja, hogy az ivmértéket akkor is beve-

zethetndk, ha a 12.2-ben kimondandé axiémat nem mondandk ki, és ezért a = szim szo-
kott geometriai definici6jahoz el sem juthatniank. Ebben az esetben az ivmérték elneve-
zest mindenesetre kritika targyava tehetndk.

3.4 A sikban kétféle irdnyban forgathatunk el egy félegyenest kezdé-
pontja korill. Ez a két forgdsirdny egymassal ellentétes.
Ha a sikban egy forgasiranyt adunk meg, ezt pozitivnak ¢és az ellentétes

torgasiranyt negativnak mondva, akkor a sikot irdnyitottnak nevezziik. Ha a
sikra egyik oldalarol néziink, akkor azt a forgasiranyt szokas pozitivnak
valasztani, amelyik arrol az oldalrél nézve az dramutaté forgasaval ellenté-
tes. A sik iranyitasat ugy is felfoghatjuk tehat, mint annak megadasat,
hogy a sikot melyik oldalrél nézziik.

Ha a sikban egy félegyenes kezdGpontja koriil forogva egy kezdé hely-
2etbol egy véghelyzetbe jut, forgdssziget ir le. A forgd szar kezdd és véghely-
zetet a forgasszog kezddszdrdnak és végszdrdnak mondjuk. A forgdsszég mega-
dasanal annak megadéasdra van sziikség, hogy a forgo félegyenes milyen szog-
tartomanyokat, milyen irdny1i forgassal
ée hanyszorosan sdrol. Abran a forgas-
szoget tigy jelezziik, hogy a szarak /
kozé nyillal irdnyitott ivet rajzolunk, -
amely a forgd szar mozgasit mutatja 3. dbra
(3. abra). |

Ha egy forgasszog ugy keletkezik, hogy a forgd szar egyetlen szogtarto-
manyt siarol, és kozben forgasirdnyat nem valtoztatja meg, akkor ezt a for-
yasszOget megadhatjuk azaltal, hogy megadjuk a szogtartomanyt, és a szog-
tartomany szarainak a sorrendjét is megszabjuk. Ilyenkor irdnyitott szigtar-
tomdnyrdl beszéliink. Ha iranyitott szégtartomanyrol van szd, akkor az AOB<Y
jelolés azt is mutatja, hogy OA a kezdészar és OB a végszar.

Iranyitott sikban a forgdsszoghoz eldjeles mértéket rendeliink. Ezt a mérté-
ket megkapjuk, ha a forgo szar altal sdrolt szogtartomanyok el6jeles mérté-
keit 0sszeadjuk. Itt az elojeles mérték azt jelenti, hogy a szogtartomany mér-
tékét pozitiv vagy negativ eldjellel latjuk el aszerint, hogy a forgé szar a szog-
tartomanyt pozitiv vagy negativ irdnyban forogva strolja-e. Ha a szigegy-
ség adva van, minden valés szamhoz tartozik olyan forgasszog, amelynek
ez a szam az elOjeles mértéke,.

Két forgasszog akkor egyenld, ha elojeles mértékeik egyenlék. A forgas-
sz0g egy masiknak az n-szerese, masik kettdnek az Gsszege vagy kiilonbsége,
ha eldjeles mértékeik kozott ilyen kapcesolat van. E kijelentések helyessége sem
a szogegység megvalasztasatol, sem a sik iranyitasdnak mikéntjét6l nem fiigg.

Ha a sikot egy pont koriil elforgatjuk, akkor a pontbél kiindulé minden
félegyenes ugyanakkora forgasszoget ir le. Ez a forgasszog méri a sik elfor-
gatasat, ha nemcsak azt tekintjiik, hogy az elforgatas milyen kezddéhelyzetbdt
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milyen véghelyzetbe visz, hanem arra is tekintettel vagyunk, hogy a sik milyen
iranyban forgott és pontjai az elforgatas soran milyen helyzeteket foglaltak el.

A siknak egy pont koriili, egymést kovetd elforgatasai egyetlen elforga-
tist adnak. Itt az esetleg bekovetkezd ellentétes elforgatasokat ugy tekint-
hetjiik, hogy megsemmisitik egymadst. Az eredé elforgatast méro forgasszog
az egymas utan alkalmazott elforgatasokat méro forgasszogeknek az Osszege.
Nem fiige az eredmény attol, hogy az elforgatasokat milyen sorrendben hajt-
juk végre. Mondhatjuk, hogy egymashoz csatlakozo forgasszogek egyetlen for-
gdsszoget adnak, és ez a csatlakozo forgasszogeknek az osszege.

A A forgasirany, s6t altalaban az irdny szo6 helyett az , értelem” sz0t is hasznaltak, de
ma mAar egyre kevésbé hasznaljak. Ez a magyartalan széhasznalat helytelen forditas ered-
ménye volt.

B Nem kell a forgasszog érteimezésénél olyan forgatasra szoritkoznunk, amelyik mindig
ugyanolyan irany. Megengedhetjiik azt is, hogy a forgatas soran véges sok iranyvaltas kvet-
kezzék be. Ha ezt az allaspontot fogadjuk el, akkor az ebben a szakaszban el6adottak valto-
zatlanul helyesek maradnak, s6t feleslegessé valik az, amit az utolso bekezdésben az ellentétes
elforgatisck megsemmisitésér6l mondottunk. Egyediil azt jegyezziik meg, hogy rajzban min-
dig csak irdnyt nem valté forgast jeldliink.

3.5 Ha két kozos kezdopontii (egymastél nem feltétleniil kulonbozo)
félegyenest adunk meg, és ezek sorrendjét is megszabjuk, irdnyitott szoget
adtunk meg. Egy iranyitott szogh6z hozzarendeljiik mindazokat a forgasszo-
geket, amelyeknek kezdGszara és végszararendre az iranyitott szog elso es
masodik szaraval azonos. Mind e szogek mértékei egymastol a teljesszog egész
szami tobbszoroseiben kiilonboznek. Ezek a forgdsszogek mindannyian meér-
tékei az iranyitott szognek. Iranyitott sikban az irnyitott szog elojeles merte-
kei koziil rendesen a 180°-nal nem nagyobb abszolat értékiit szoktuk szerepel-

tetni.

Az iranyitott szogeket ugyantgy jeloljiik, mint a szégtartomanyokat,
de sziikség esetén hozzatessziik a szovegben, hogy iranyitott szogekroél van szo.
Iranyitott szogekrdl szélva AOB<Y azt az iranyitott szoget jelenti, amelyik-
nek O'A az els6 szara és OB a masodik. Rajzban szokasos az, hogy nyilazott
ivvel jelezziik az irdnyitott szoghoz tartozo forgasszigek egyiket.

Akéarhogyan helyezkednek el a sikban az (egymastol nem feltétlenul Kii-
16nb6z6) OA, OB, OC félegyenesek, az irdnyitott szégekre mindig fennall az

AOBLY + BOCSY = AOC

C A B osszefiiggés. Ennek a Kkijelentés-

C nek pontosabb értelme az, hogy

o a bal oldali szogek egy-egy mer-

0 A 0 —a 0 4 1ékét Osszeadva mindig a jobb

oldali szognek valamelyik mérté-
C  két kapjuk. Kijelentésiink helyes-

4. dbra ségét a 4. abran bemutatott elhe-

lyezkedéseknél ellendrizhetjiik.

Ha a sik elforgatasandl csak a kezd6 és véghelyzetre vagyunk tekintettel,
és a forgés soran elfoglalt helyzetekrdl nincs sz6, akkor az elforgatast iranyi-
tott szoggel mérjiikk. Ezt a szoget a forgascentrumbol indulo félegyenes el-

fordulasa szolgaltatja.
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Ha két egymast metszo iranyitott egyenes sorrendje is adva van, akkor
beszélhetiink iranyitott szogiikrol, hiszen a metszéspontb6l pozitiv iranyban
induld félegyenesek iranyitott sziget adnak meg.

Ha két egymast metsz0, de nem iranyitott egyenes sorrendjet is megadjuk, akkor beszél-
hetiink irdnyitott hajldsszogiikril. A két egyenes iranyitasa iranyitott szbgeket ad, amelyeknek
a mértékei egymadstol az egyenesszig egész szamu tobbszordseiben killonbdznek, Azoknak a
metszéspont koriili elforgatasoknak a szogeihez jutottunk, amelyek az elsé egyenest a méso-
dikra fektetik. Ezek a forgasszOogek mindannyian mértékei az iranyitott hajlasszignek Az iré-
nyitott hajlasszogek egyenl@ségébdl természetesen a hajlasszogek egyenlfsége is kovet-
kezik, forditva azonban nem. Iranyitott sikban az iranyitott hajlasszig elGjeles mértékei
kozill rendesen azt hasznaljuk, amelyiknek az abszolut értéke 90°-nal nem nagyobb.

B1 Annak, aki ismeri az algebrai kongruencia fogalmat, megjegyezhetjtik, hogy az ira-
nyitott szog és az iranyitott hajlasszog mértéke nem egyetlen erték, hanem 360°, illetve
180° modulusra vonatkoz6 maradékosztaly, s hogy a rajuk vonatkozd egyenletek ilyen modu-
lustt kongruenciak.

B2 Ha az itt targyalt szogek mértékeire felirt egyenldségekkel dolgozunk, iigyelni kell
arra, hogy ezeket az egyenlUségeket szabad egész szammal szorozni, de osztani nem szabad,
Ennek okéra az el6z8 megjegyzés vilagit ra. Ha irdnyitott szégekre felirt egyenl@séget osztunk
2-vel, akkor az eredmény mar csak 180° modulusra vonatkozo kongruencidnak foghato fel

3.6 Poitszogeknek (complementum) mondunk két szoget, ha osszegiik 90°.
Kiegészito szogek (supplementum) azok, amelyeknek osszege 180°. Ezeket a
megnevezéseket tobbnyire szogtartomanyokra hasznaljuk, de alkalmazhat-
juk forgasszogekre is.

Mellékszogeknek mondunk két szogtartomanyt, ha egyiittesen egy fél-
sikot alkotnak. [gy tehat a mellékszogek kiegészit§ szogek. Egy-egy szaruk
egybeesik, és a masik ketté egy egyenest alkot.

Két kozds kezdépontu félegyenes altal hatarolt két szogtartomany 6sszege
teljesszog. E kett§ kisebbike a két félegyenes hajldsszige (szog). Egymast
egyenessé kiegészit0 félegyenesek hajlasszoge egyenesszog. Ugyanigy beszél-
hetiink kozos ponton athalado¢ iranyitott egyenesek hajlasszogérdl is. Ez a
kozos pontbol kiinduld, az egyeneseken pozitiv irdnyban haladé félegyenesek
hajlasszogét jelenti.

Csiicsszogeknek mondunk Két konvex szogtartomanyt, ha szdraik péron-
ként egymdas meghosszabbitasai, ha tehat paronként egy-egy egyenest al-
kotnak. A csticsszogek egyenldk, mert ugyanannak a szognek mellékszogei.

Egy szogtartomany szdgfelezdje az a csticsabdl indulé félegyenes, amelyik
a szoget két egyenlo szogre vagja. A szogfelez6t tartalmazo egyenest szio-
felez6 egyenesnek (szogfelez6) mondjuk. Mellék- |
szogek szogfelezdi derékszoget alkotnak, hiszen
szogiiket két olyan szog 0sszege adja, amelyek
kétszeresének Osszege 180° (lasd 5. abra).

Két metsz6 egyenes a sikot négy szogtar-
tomanyra bontja. Ezek paronként egymas mel-

1ékszogei vagy csticsszogei. A négy szog Kkoziil

a kisebbeket a két egyenes hajldsszogének 5. dbra

(szo6g) mondjuk. Ha a négy szog egyike derék-
sz6g, akkor mindegyik derékszog. Ilyenkor a hajlasszog derékszog, €s a két

egyenes merdleges egymasra. ‘
A széban forgé négy szog kozill két-két csiicsszog szogfelezoje egy-egy
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egyenest alkot, mind a négynek szogfelezoje pedig két meroleges egyenest.
Ezt a két egyenest a metsz§ egyenesek szogfelezd egyeneseinek (szogfelezo)
mondjuk.

Itt emlitjiik meg, hogy ha két olyan alakzatrél beszéliink, amelyeknek a
hajlasszogérdl szo lehet, akkor a ferde szd azt jeloli, hogy a hajlasszog nem O
és nem 90°, a merdleges sz6 pedig mindig azt, hogy a hajlasszog 90°.

4, § Sokszig és polieder

Egyenesszakaszokbdl Osszerakott vonalakkal, ilyen vonalak altal hata-
rolt sikidomokkal és ilyen sikidomok altal hatarolt testekkel ismerkediink meg.

4.1 Egymaéshoz csatlakozo AjA,, A;A,,...,A,_1A, szakaszok egy AjA; A,

... A_ torottvonalat (poligon) alkotnak. Ha az A, A, pontok azonosak, a 10-
rottvonal zdrt (6. abra), az ellenkez6 esetben pedig nyilt. A nyilt torottvonalak
kozé soroljuk az n = 1 esetben adodo egyenes-

4 szakaszt is. Az A, A, pontok a nyilt torott-

vonal végpontjai. Azok a pontok, ahol a torott-

A~A, 4, vonal szakaszal az eldiras szerint csatlakoznak,
a térottvonal toréspontjai. A torottvonalat al-

koto szakaszokat néha a torottvonal oldalainak

mondjuk.
Ay A, A torottvonal hossza a torottvonalat alko-
to szakaszok hosszanak az osszege. A torottvo-
A nal minden toréspontjahoz egy-egy torésszog iar-
& @hfg tozik. Ennek szarait a toréspontban egymas-

hoz csatlakozo két szakasznak az egyike és
a masiknak a torésponton tuli meghosszabbitasa szolgéltatja.

Irdnyitott tirdttvonalhoz jutunk, ha a torotivonal szakaszail egymashoz
csatlakozo modon iranyitjuk. Minden torottvonalat kétféleképpen iranyit-
hatunk. Iranyitott torottvonal megadasakor a végpontokat és toréspontokat
az iranyitasnak megfelel6 sorrendben adjuk meg. Az iranyitott nyilt torott-
vonal kezddpontja és végpontja ebben a sorrendben az els6 és az utolsé helyen
all. Iranyitott zart torottvonalnal a toréspontok felsorolasat barmelyikiik-
nél elkezdhetjiik, mert az irdnyitds csak ciklikus sorrendet szab meg,

Sikbeli iranyitott torottvonal minden toréspontjahoz egy-egy irdnyitot:
torésszog tartozik. Ennek els§ szardt a toréspontba érkez0 szakasznak a torés-
ponton tuli meghosszabbitdsa, masodik szarat pedig a toréspontbol indulo
szakasz szolgaltatja.

A A beszéd egyértelmiiségét csorbitja, aki torittvonal helyett tortvonalat mond, hiszen
ez utébbi az osztas egyik miiveleti jelének elfogadott neve.

4,2 Ha egy zart térottvonal szakaszainak az eloirt csatlakozasi pontokan
kiviil nincsenek kozos pontjai, akkor sokszogvonalnak (egyszerii sokszog, sok-
szog, poligon) nevezziik. A szakaszok a sokszog oldalai, csatlakozasi pontjaik
a sokszog csucsai (szogpont). Ha két csatlakozo szakasz egyenessziget alkot,
egyetlen oldalnak tekintjiik, és csatlakozasi pontjukat nem szamitjuk a sok-
sz0g csucsai koze.
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A sokszogvonalnak ugyanannyi oldala van, mint ahany csiicsa, és ez a
<zam legaldbb 3. Az n-szogvonalnak (n-szog) n oldala és n csticsa van. Beszél-
hetiink tehat hdromszdégvonalrél (haromszog), négyszogvonalrol (négyszog) stb.

Egy sokszogvonalat azaltal adunk meg, hogy csticsait valamilyen cik-

likus sorrendben felsoroljuk.
Minden cstcsban a sokszogvonal két oldala talalkozik, és minden oldal

két csucsot kot ossze. A csiicsokat osszekoté tobbi szakaszt dtlonak (diago-
nalis) nevezzuk.

Az oldalakat (oldalszakasz) és az atlokat (atloszakasz) tartalmazo egyene-
seket oldalegyenesnek és dtldegyenesnek nevezziik. Néha oldalnak és atlonak
mondjuk az oldalszakaszok és atlészakaszok hosszat is (oldalhossz és atlo-
hossz).

Tobbnyire sikbeli sokszogvonalak szerepelnek, s ezért a sikbeli jelzot
altalaban elhagyjuk. Ha nem ez a helyzet, akkor hangstlyozzuk, hogy térbeli
sokszogre (torz sokszog) is gondolunk.

Eléfordul, hogy a sokszogvonalak kozé soroljak a hurkolt sokszogeket, va-
oyis az olyan sikbeli zart torottvonalakat, amelyeknek szakaszai kozott egy-
mast metszok is vannak. Néha célszerli megengedni, hogy a sokszogvonal
csatlakozo szakaszai egyenesszoget is alkothassanak, hogy tehat pl. harom-
szoggé elfajulé négyszogrol is szo lehessen.

A A térbeli sokszogekre hasznélt torz jelzé onnan ered, hogy ezek a sokszogek csavaras-
sal (torzid) allithatok eld a sikbeli sokszdgvonalakbol.

4.3 A sokszogvonal a sikot két részre bontja fel (lasd Bl). Az egyik rész
a sokszogvonalon beliil, a masik azon kiviil helyezkedik el. A sokszogvonal
a két sikrész kozos pontjaibol 4ll. A belsod sikrészt sokszognek (sokszogtarto-
many, egyszerli sokszogtartomany, egyszerd sokszog, poligon) mondjuk. A
hatarolo sokszogvonal hossza a sokszogtartomany Kkeriilete.

A hatarolo sokszogvonal oldalait és csicsait a sokszogtartomany oldalai-
nak és csucsainak is mondjuk. Hasonloan beszéliink a sokszogtartomany
oldalegyeneseirdl, atloirél és atloegyeneseirdl. Egy atlo belsé dtlo, ha a sokszog-
tartomany tartalmazza, és csak a végpontjai vannak a hatarolo sokszogvonalon.

Ha egy szakasz a hatarolé sokszogvonal két pontjat koti dssze, és a sok-
sz0g belsejében halad, akkor a sokszoget két sokszogre bontja fel. Ezek ha-
tarat az emlitett szakasz, valamint a sokszégvonalnak a szakaszvégponto-
kat 0sszekotd egy-egy része alkotja.

Ha egy csucsban taldlkozo két oldalt a csicesbol indulo két félegyenesse
egészitiink ki, akkor egy szogvonalhoz és altala hatarolt két szogtartomanyhoz
jutunk. Koziiliik az a sokszogtartomany szige, amelyik tartalmazza a sok-
szogtartomanynak a cstics kozelében elhelyezkedd pontjait (lasd B2).

A sokszogtartomanyokat szogeik szdma szerint osztalyozzuk. Az n-sz0g-
nek (n-szogtartomany) n szoge, oldala és csticsa van. Beszélhetiink tehat harom-
szogrél (haromszoglemez, haromszogtartomany), négyszigrdl (négyszoglemez,
négyszogtartomany), stb. A haromszog jele A.

Ha a sokszogvonalat iranyitjuk, az altala hatarolt sokszégtartomanyt
is irdnyitottnak mondjuk. Iranyitott sikban megadott irdnyitott sokszog-
tartomany esetében megtehetjiik, hogy valamelyik oldal belso pontjaban az
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oldal iranydval +90° szoget alkoto félegyenest vesziink fel (7. abra). A sok-
szogtartomany vagy tartalmazza mindezeknek a félegyeneseknek kezdd-
szakaszat, vagy pedig nem tartalmazza egyiket sem.
E két esetnek megfeleléen a sokszogtartomany iranyi-
o tasat pozitivnak vagy negativnak mondjuk, illetOleg
pozitiv vagy negativ koriiljdrdsu sokszogrol beszéliink.
A sokszogtartomanyt és az iranyitott sokszogtarto-
manyt ugyanugy adjuk meg, mint hatarukat. Elter-
jedt szokds, hogy a sokszogtartomdny csucsait pozi-
tiv koriiljaras sorrendjében adjdk meg akkor is, ha
7. dbra nincs iranyitott sokszogrél szo.

Al Igen ritkdn szdrmazik zavar abbél, ha beszédiinkben nem tesziink kiilonbséget a
sokszogvonal ¢és az-altala hatarolt sokszogtartomany kozott. Ezért mindkettlre a sokszog
sz0t szokas hasznalni. Mi is ehhez a szokashoz igazodunk ebben a kényvben, hacsak nem Kell
félreértés Ichetdségével szamolnunk,

A2 Ha a sikot a szokott modon iranyitjuk, a sokszog iranyitasa aszerint pozitiv vagy
negativ, amint a hataron az irdnyitasnak megfelel0en jarva koril a sokszégtartomany a bal
oldalon vagy a jobb oldalon helyezkedik el.

Bl Kijelentettiik, hogy a sokszogvonal a sikot két részre bontja fel. Kifejtjilk, hogy ez
szabatosabban mit jelent.

A sokszogvonal a siknak a sokszégvonalhoz nem tartozo pontjait ket osztalyba sorolja,
amelyek rendelkeznek a kovetkez6 harom tulajdonsaggal: 1. ha egy szakasz ket kiilonbgzd
osztalyba tartozd pontot kit dssze, akkor van a sokszdgvonallal k§zos pontja, 2. a sokszég-
vonal minden pontjan athalad olyan szakasz, amely a sokszigvonal mas pontjat nem tartal-
mazza, és két kiilonboz6 osztalyba tartozo pontot kot 0ssze, 3. ugyanannak az osztalynak két
pontja Osszekidtheté olyan torottvonallal, amelynek nincs kozds pontja a sokszogvonallal.

Ha mind a két ponfosztalyt kiegészitjitkk a sokszégvonal pontjaival, a sokszdgvonal
altal meghatarozott két sikrészhez jutunk. Egyikiik nem tartalmaz teljes egyenest, sOt félegye-
nest sem. Err6l azt mondjuk, hogy a sokszégvonalon belill van.

Megemlitjiik, hogy a siknak egyenes €s szégvonal altal, valamint a térnek sik altal valo
felbontasakor is olyan részek keletkeznek, amelyek rendelkeznek az itt felsorolt harom tulaj-

donsaggal.

B2 A sokszig szOgének definicidjat a kovetkezOkeéppen egészitjiik ki és tessziik szabatossa :
Két csatlakozé oldal egy szogvonalat szolgaltat, amely a sikot két szbgtartomanyra bontja,
sokszigtartomanyunkat pedig sokszogtartomanyokra vagja, de az is lehet, hogy ¢€pseégben
hagyja. Ilyen mdédon egyetlenegy olyan sokszogtartomanyhoz jutunk, amelynek cstcsai
kozott szégvonalunk csicsa is szerepel. Ezt a sokszégtartomanyt az emlitett két szogtarto-
manynak az egyike tartalmazza, s ez a szogtartomany adja sokszdgiink szdget.

Szigoru targyalds soran azt is bizonyitani kellene, hogy a soksztg egy oldalan nyugvé
két sz6g ugyanarrél az oldalrél tamaszkodik a sokszogoldalra, pontosabban azt, hogy azok a
konvex szogtartomanyok, amelyeket a mondott két szog tartalmaz, s amelyeknek egyik szara
a szoban forgd sokszogoldalt tartalmazza, az oldalegyenes altal hatarolt ugyanabban a fél-
sikban vannak.

4.4 Ha a sokszogvonallal hatarolt sokszogtartomanyok koziil véges
sokat egyesitiink, altaldnosabb értelemben vetl sokszoghoz (sokszogtartomany,
poligon) jutunk (8. dbra). Azt is mondhatjuk, hogy a sokszogtartomany a sik-
nak véges sok szakasz altal hatarolt, egyenest nem tartalmazo része, megen-
gedve, hogy ez a sikrész egymassal ossze nem fuiggd darabokbdl is allhasson.

Véges sok sokszog egyesitése révén mindig sokszoghoz jutunk. Kozos
belsG ponttal rendelkezé véges sok sokszog kozds része 4ltalaban sokszig.
Ugyanezt a sokszog és félsik, valamint a sokszog és szogtartomany kozos
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részérdl is elmondhatjuk. A sokszoget hatarolo szakaszok barmelyik pontjabél
kiindul a sokszog belsejében haladé szakasz, és kiindul a sokszogon Kiviil
haladé szakasz is.

A sokszioget hatarolo szakaszok koziil azokat, amelyek esetleg egymashoz
csatlakozva egy egyenesen helyezkednek el, egyetlen szakassza egyesitjiik.
A sokszogtartomany csiesai azok a pontok, amelyeket legalabb két ilyen ha-
tarolé szakasz tartalmaz. A hatarolo szakaszok mindegyikén két vagy tobb
cstics helyezkedik el, és ezek egy vagy tobb egymashoz csatlakozo szakaszt
hatarolnak. Ezek a szakaszok a sokszogtartomany oldalai. Minden cstcsban
paros sok oldal talalkozik.

A sokszogtartominy dsszefiiggd, ha barmely két pontja osszekotheté a
sokszogtartomanyhoz tartozé torottvonallal. Minden Ossze nem fiiggé sok-
szogtartomany véges sok olyan oOsszefiiggé sokszogtartomanybol all, amelyek-
nek paronként nincsen kozos pontjuk. A sokszogtartomdany kozonséges, ha
sszefiiggd és minden csticsban két-két oldal taldlkozik. Kozonséges sokszog-
tartomany szogeir6l ugyanugy beszélhetiink, ahogyan ezt az el6z6 szakaszban
tettilk (lasd 4.3 B2).

Egy sokszogtartomany egyszeresen dsszefiiggd, ha a sokszogtartomanyhoz
tartozé minden olyan toérottvonal felbontja, amely hatarpontokat kot ossze,
és mas hatarponton nem halad at. Az osszefiiggd, de nem egyszeresen ossze-
fliggd sokszogtartomanytl fobbszorosen osszefiiggonek mondjuk.

Egy sokszogtartomany egyszerii, ha kozonséges ¢s egyszeresen osszefuggo.
Az el6z6 szakasz ezekrél szolt. Minden sokszigtartomany el6allithato véges
sok olyan egyszerii sokszogtartomany egyesitéseként, amelyeknek paronként
csak hatarpontjaik lehetnek kozosek.

Minden sokszog hatdra egy vagy tobb olyan sokszogvonalbol all, ame-
lyeknek nincsenek kozos szakaszaik. Kozonséges sokszog esetében kozos pont-
jaik sincsenek. Egyszerti sokszog hatara egyetlen sokszogvonal.

A Nagyon ritkdn fordul el6, hogy az egyszerii sokszogeken kiviil mas sokszogek is szere-
peljenek. Ezért az egyszerf(i jelz6t tobbnyire ethagyjuk. Ha masfajta sokszogekre is gondolunk,
akkor ezt kiilén hangstlyozzuk.

B Ha a sokszogtartomanyt mint a sik véges sok szakasz altal hatarolt, cgyenest nem
tartalmazé részét akarjuk definialni, akkor el6bb tisztazni kell, hogy egy sikbeli alakzatrol és
iltala tartalmazott véges sok szakaszrol mikor mondjuk, hogy ezek a szakaszok az alakzatot
hataroljak. Ez azt jelenti, hogy ha a siknak a szakaszokhoz nem tartozé pontjait két osztalyba
soroljuk, mégpedig az egyik osztalyba az alakzathoz tartozd, a masikba az ahhoz nem tartozo
pontokat soroljuk, akkor ez a két osztily rendelkezik a 4.3 B1l-ben emlitett els6 két tulajdon-
saggal, ha bennilk szakasz helyett torottvonalat mondunk. Megemlitjiik, hogy a sokszog-
tartomény egy egyenesb6l csak véges sok pontot és szakaszt tartalmazhat. Az ilyen pontok és
az ilyen szakaszok végpontjai a tartomanyt hatarold szakaszokon vannak.
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4.5 Az olyan térrészt, amelyet véges sok sokszogtartomany hatarol, s
amely teljes egyenest nem tartalmaz, poliédernek (poliédertest) nevezziiK
(lasd B1). A hatarolé sokszogtartomanyok egyiittesen poliéderfeliiletet (zart
poliéderfeliilet, poliéder) alkotnak.

Véges sok poliéder egyesitése mindig poliédert ad. Kozos belsé ponttal
rendelkez6 véges sok poliéder kozos része altalaban poliéder. Ugyanezi a
poliéder és egy féltér kozos részérél is elmondhatjuk. A poliédert hatarolo
sokszogek barmely pontjabol kiindul a poliéder belsejében haladd szakasz, és
kiindul a poliéderen kiviil haladé szakasz is.

A hatarol6 sokszogtartomanyok sikjai a poliéder lapsikjai. Ha a hatarolo sokszdgtarto-
manyok kozott vannak egy lapsikban elhelyezkedfk es szakasz mentén csatlakozok, akkor

ezeket egyetlen sokszogtartomannya egyesitjilk. Feltehetjiik azt is, hogy ezek a sokszogtarto-
manyok mindannyian Osszefiigglk. A poliéder csucsai azok a pontok, amelyeket legalabb
harom olyan hatarolé sokszogtartomdny tartalmaz, amelyeknek sikjai nem haladnak at ugyan-

azon az egyemnesen.
Azok a pontok, amelyeket legalabb két hatirol6é sokszogtartomany tartalmaz, a poli-

éder élegyenesein elhelyezkedd szakaszokat alkotnak. Minden ilyen szakaszon két vagy tébbd
cstics helyezkedik el, és ezek egy vagy tobb egymashoz csatlakozo szakaszt hatarolnak. Ez

utébbi szakaszok a poliéder élei.
A poliédert hatarold sokszogtartomanyok hatara élekbdl all, tartalmazhatnak azonban

ezek a sokszogtartomanyok tovabbi éleket is. Lehetséges, hogy ezek az elek a sokszogtarto-
manyt tobb sokszogtartomanyra bontjak fel (lasd B2). Az élek altal tovabb fel nem bonthatd

hatirolo sokszogtartoméanyok a poliéder lapjai.

Megallapithatjuk, hogy a poliédert lapjai, lapjait élei és éleit csucsai
hatéaroljak. Minden él legalabb két lap hataran van rajta, és minden csiicsban
legalabb harom él taldlkozik. Minden poliédernek legalabb négy lapja és leg-
alabb négy csticsa van.

A poliéder csticsait osszekotd szakaszok vagy élek, vagy pedig atlok (dia-
gonélis). Ez utébbiak kozott szerepelnek-a lapok atloi, a lapdtlok, s a tobbit
testdtlonak mondjuk. Egy testatlé belsé atlo, ha a poliédertest tartalmazza, és
csak a végpontjai vannak a poliéder feliiletén. |

A poliéder dsszefiiggd, ha a poliédertest barmely pontjatél barmely pont-
jahoz eljuthatunk altala tartalmazott térottvonalon. Minden ossze nem fuggo
poli¢der véges sok olyan osszefiiggé poliéderb6l all, amelyeknek paronként
nincsen kozos pontjuk.

A poliéder kdzdnséges, ha osszefiiggd, és minden csucsanal az azt tartalmazo
lapok egyetlen ciklust alkotnak. Ez azt jelenti, hogy az ebbdl a csticsbol
kiindulo ¢éleknek van egy ciklikus sorrendje, ebben a sorrendben barmely két
egymasra kivetkezé él egy lap hatarvonalan egymassal szomszédos (lasd B3),
és az igy adodo lapok kozott minden olyan lap el6fordul, amely tartalmazza a
szoban forgd cstcsot. Ez a tulajdonsag azt is magaban foglalja, hogy minden

élt két lap tartalmaz.

A poliéderfeliilet dsszefiiggd, ha a poliéderfeliilet barmely két pontjat ossze-
kothetjilk a poliéderfeliilethez tartozd toréttvonallal. A poliéderfeliilet egy-
szeresen Gsszefiiggd, ha osszefiiggd és minden a poliéderfeliileten elhelyezkedo
sokszogvonal részekre bontja fel. A poliéderfeliilet tobbszorosen oOsszefiiggo,
ha osszefiiggd, de nem egyszeresen Osszefliggo.

A poliéder egyszeril, ha kozonséges, felillete egyszeresen 0sszefiiggo, és

minden lapja egyszerii sokszog, tehat lapjai is egyszeresen osszefiiggok. Egy-
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szer(i poliéder barmely lapjatol barmely lapjahoz eljuthatunk paronként élben

csatlakozo lapokon at haladva. Az egyszerii poliéder élhalézata is osszefiiggo,
azaz barmely két cstuicsa Osszekotheté élekbol allo torottvonallal. Minden

poliéder eldallithaté véges sok olyan egyszeri poliéder egyesitéseként, ame-
lyeknek paronként csak feliiletiikhoz tartozé pontjaik lehetnek kozosek.

Ha egy kozonséges poliéder feliiletét véges sok sokszogvonallal részekre
bontjuk, a keletkezé részeket nyilt (hatarolt) poliéderfeliiletnek nevezziik. Ha
egyszerli poliéder feliiletét bontjuk fel egyetlen sokszogvonallal, akkor egy-
szerii nyilt poliéderfeliiletek keletkeznek.

A A 9. dbra poliéderei mindannyian dsszefiiggdk. Az a)-—e) poliédereknek van olyan
élitk, amelyet kettdnél tobb lap tartalmaz. Az a) —h) poli¢dereknek van olyan csiicsuk, hogy
az azt tartalmazé lapok nem alkotnak egyetien ciklust. Az i)—s) poliéderek kozonségesek.

Az i) poliéder feliilete nem osszefiiggd. A j), k) poliederek feliilete tobbszordsen Gssze-
fligg6, de koziiliikk csak a j) poliédernek van tobbszordsen sszefiiggd lapja. Azl), m) poliéderek
felfilete egyszeresen osszefiiggd, de nem minden lapjuk egyszerti sokszog. Az n) — s) poliéderek

egyszertiek.
Az n), o) poliédereken van két olyan lap, amelyek két élben, illetOleg két csicsban talal-

koznak. A p) poliéderen van két olyan él, amelyek egy egyenesen egymashoz csatlakoznak.
A q) — s) poliédereken az eddig emlitett rendellenességek egyike sem kovetkezik be.
Megemlitjiik, hogy a q) és r) poliéderek nem konvixek, de koziiliikk csak a q) poliédernek

van konkav lapja, s hogy az s) polieder konvex (lasd 4.6).

B1 A poliéderek definidlasakor véges sok sokszigtartomany altal hatarolt térrészrol
beszéltiink. Ez szabatosan a kvetkezdt jelenti (vO. 4.4 B):

Egy térbeli alakzatrol és altala tartalmazott véges sok sokszogtartomanyrol akkor mond-
juk, hogy az alakzatot ezek a sokszogtartomanyok hataroljak, ha az a két osztaly, amelyeknek
egyikét az alakzatnak a sokszogtartomanyokhoz nem tartozd pontjai, masikat az alakzathoz
nem tartozé pontok alkotjik, rendelkezik a kovetkez$ ket tulajdonsaggal: 1. ha egy szakasz
két kiillonbdzd osztalyba tartozd pontot kot ossze, akkor van a sokszbgtartomanyokkal kozos
pontja, 2. a sokszogtartomanyok minden pontjdn 4thalad olyan tordttvonal, amely a sok-
szogtartoményok mas pontjat nem tartalmazza, ¢és két kiilonboz0 osztalyhoz tartozé pontot
kot dssze.

Az igy definialt térbeli alakzat akkor poliéder, ha nem tartalmaz egyenest. Megemlitjiik,
hogy a poliéder egy egyenesbdl csak véges sok pontot és szakaszt tartalmazhat. Az ilyen pon-
tok és az ilyen szakaszok végpontjai a poliédert hatérolé sokszogtartomanyokon, a poliéder
felfiletén vannak. Megemlithetjfik azt is, hogy a poliéder egy sikbdl csak véges sok pontot,
(esetleg egymashoz csatlakozd) szakaszt €s sokszigtartomanyt tartaimazhat. Az ilyen pontok,
szakaszok, valamint az ilyen sokszogtartomanyokat hatarolo sokszogvonalak a poliéder felii-

letén vannak.

B2 A poliéder élei altal hatarolt, a poliédert hatarolo sokszogtartomanyok ngy is tartal-
mazhatnak éleket, hogy a sokszogtartomany nem bonthatd fel ilyen élek altal. Ezt a 9d és
Oe 4bra mutatja. Az is lehetséges, hogy a poliéder lapja tartalmaz a lap hatarvonalahoz nem
tartozo6 csticsot, amelybél a laphoz tartoz6 €t nem indul ki, amint ¢zt a Sh abran lathatjuk.

B3 A kozonséges poliéderek definicidjanal beszéltlink arrol, hogy egy lap hatarvona-
lan két é1 szomszédos-e. Ezt pontosabban a kovetkezbképpen értjiik: egy sokszog két oldala
akkor szomszédos, ha egy csticsban taldlkoznak, s ha a sikot az altaluk meghatarozott szog-
vonal mentén felvagva a sokszogb6l olyan részsokszig is keletkezik, amely tartalmazza a
szOban forgd oldalakat, de nem tartalmaz mas olyan oldalt, amely a mondott két oldal k6zos
pontjaba fut. -

A 9m 4bra poliédere példa arra, hogy a most adott kiegészitésre sziilkség van. Ha minden
poliéderlap kozonséges sokszog, akkor viszont felesleges ez a kiegészités, mert egy csdcsban
talalkozo két oldal mindig szomszédos a most mondott szigorubb értelemben is.

4.6 Egy alakzat konvex, ha barmely két pontjanak osszekotd szakaszat
is tartalmazza. Ha ez az alakzat nem minden pontparjara all, akkor az alak-
zat nem konvex. Nem Konvex alakzatokra néha a konkdv jelz6t hasznaljuk.

4.6
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Konvex alakzatokra az eddig targyaltak koziil a kovetkezé példikat em-
lithetjiik: pont, egyenes, félegyenes, szakasz, sik, félsik, egyenesszognél nem
nagyobb (konvex!) szogtartomany, haromszog, tér, felter.

Konvex alakzatok kozos része is konvex alakzat, hiszen a K6zos rész két
pontjanak az 6sszekotd szakaszat a konvex alakzatok mindegyike tartalmazza.
Ha egy konvex alakzatnak és egy egyenesnek tobb kozos pontja van, akkor
koz6s résziik vagy egy szakasz (esetleg egyilk vagy mindkét végpontja nél-
kiil), vagy félegyenes (esetleg kezddpontja nélkiil), vagy pedig a teljes egyenes.
Az igy kapott szakaszok és félegyenesek hatarpontjai a konvex alakzat ha-
tdrdt alkotjak. Két hatarpont 0sszekotd szakaszanak vagy csak ez a két pontja
tartozik a hatarhoz, vagy pedig minden pontja a hataron var.

Megallapitasaink egyarant vonatkoznak a linearis, a sikbeli és a térbeli
konvex alakzatokra. A konvex linearis alakzat csak pont, szakasz, félegyenes
vagy maga az egyenes lehet.

A konvex sikidom olyan sikbeli konvex alakzat, amely nincs egy egyene-
sen. Minden konvex sikidom tartalmaz sokszogtartomanyt. Ha a konvex sik-
idom nem tartalmaz félegyenest, akkor hatarat konvex zart gorbének mondjuk.

A konvex test olyan térbeli konvex alakzat, amely nincs egy sikban. Min-
den konvex test tartalmaz poliédert. Ha a konvex test nem tartalmaz fél-

 egyenest, akkor hatarat konvex zdrt feliiletnek mondjuk.

Barmelyik csoportba tartozik is a konvex alakzat, elmondhatjuk, hogy
ha egy a hatdrdhoz nem tartozo pontjat az egyenesnek, siknak, illetoleg térnek
egy hozza nem tartozé pontjaval osszekotjiik, akkor olyan szakaszhoz jutunk,
amelynek egyetlen egy pontja van a konvex alakzat hataran.

Egy adott alakzat konvex burka az a konvex alakzat, amely tartalmazza
az adott alakzatot, és amelyet az adott alakzatot tartalmazé minden konvex
alakzat tartalmaz. Minden alakzatnak egyetlenegy konvex burka van. Min-
den konvex alakzat sajat magénak a konvex burka. Ha 16bb alakzat konvex
burkardl beszéliink, az alakzatok egyesitésének a konvex burkara gondolunk.
Ez az alakzatok konvex burkainak a konvex burkaval azonos.

4.7 A sokszogek és a poliéderek koziil a konvex sokszogek és a konvex
noliéderek jatsszak a legfontosabb szerepet.

Minden kenvex sokszig egyszerii. Egy kozonséges sokszog akkor és csak
akkor konvex, ha minden szoge konvex. Konvex sokszog szogeinek mellék-
szogeit a sokszog kiilsd szdgeinek nevezziik, és ezekkel szembeallitva a szogeit
belsd szogeknek is mondjuk.

Egy kozonséges sokszog akkor és csak akkor konvex, ha minden oldala
az azt tartalmazo oldalegyenesnek és a sokszognek a kozos része, ha tehat
egyetlen oldal meghosszabbitasan sincs a sokszoghoz tartozo pont. A konvex

sokszog azoknak az oldalegyenesek hatarolta félsikoknak a kozos része, amelyek

tartalmazzidk a konvex sokszoget.
A konvex sokszog atléi mindannyian belsé atlok. Ha egy pont a kon-

vex sokszogon kiviil helyezkedik el, akkor taldlhaté hozza olyan egyenes,
amely ezt a pontot a konvex sokszogtél elvalasztja, és olyan is, amely rajta
athalad, és a konvex sokszoget nem éri. A konvex sokszog csucsan at fektet-
heté olyan egyenes, amelynek a konvex sokszoggel tovabbi kozos pontja

nincs.
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Egy sikban, de nem egy egyenesen elhelyezkedo véges sok pont konvex
burka konvex sokszég. Ennek a cstcsai mind szerepelnek a véges sok pont ko-
z6tt. Minden konvex sokszdg a sajat csucsainak a konvex burka.

Konkav sokszog konvex burka olyan konvex sokszég, amelynek minden
csuicsa csticsa a konkav sokszognek is. Konkav sokszog konvex burka egyben
a konkav soksziOg csucsainak is konvex burka.

A A sik véges sok pontjanak a konvex burkdhoz szemléletesen eljutunk, ha egy fonalat
feszitlink koréjiik. Ugyanigy juthatunk el egy konkav sokszdg konvex burkahoz is.

4.8 Minden konvex poliéder egyszerii. A konvex poliéder lapjai is konvex
sokszogek.

Egy osszefliggd poliéder akkor és csak akkor konvex, ha minden lapja az
azt tartalmazé lapsiknak és a poliédernek a kozoés része, ha tehat egyetlen
lapnak a sikjaban sincs a poliéderhez tartozé s a laphoz nem tartoz6 pont. A
konvex poliéder azoknak a lapsikok hatarolta féltereknek a k6zé6s része, ame-
lyek tartalmazzik a konvex poliédert.

A konvex poliéder testatléi mindannyian belsd atlok. A konvex poliéderen
kiviil elhelyezkedé ponthoz vagy egyeneshez taldlhaté olyan sik, amely ezt
a konvex poliédertdl elvalasztja, és olyan is, amely athalad rajta és a konvex
poliédert nem éri. A konvex poliéder cstcsan €s élén at lehet olyan sikot fek-
tetni, amelynek a konvex poliéderrel tovabbi kozdés pontja nincs.

Véges sok, nem egy sikban elhelyezked6 pont konvex burka konvex po-
liéder. Ennek minden cstcsa szerepel a véges sok pont kdzott. Minden konvex
poliéder a sajat csiicsainak a konvex burka.

Konkav poliéder konvex burka olyan konvex poliéder, amelynek minden
csticsa a konkav poliédernek is csticsa. Konkav poliéder konvex burka egyben
a konkdv poliéder csucsainak a kotivex burka is.

A A tér véges sok pontjanak a konvex burkahoz szeml¢létesen eljutunk, ha rugaimas
hartyat feszitiink kdréjiik. Ugyanigy szemléltethetjiik egy konkav poliéder konvex burkat is.

5. § Kbr és gémb

A geometridban a kor és a gomb kiilonlegesen fontos szerepet jatszik.
Itt csak az a célunk, hogy megismerkedjiink ezekkel az alakzatokkal, rész-
letes tadrgyalasukra majd kés6ébb keriil sor. Az alapfogalmakat targyal6 elsé
fejezeten beliil itt ismerkediink meg utoljara ujabb alakzatokkal. Ezt az al-
kalmat hasznaljuk fel arra, hogy néhdny olyan fogalmat és kifejezésmédot
tisztazzunk, amelyek az alakzatokkal kapcsolatosak.

5.1 Ha olyan tulajdonsagot adunk meg, amellyel pontok rendelkezhetnek,
akkor beszélhetiink az ilyen tulajdonsdgu pontok 0sszességérdl, halmazardi
vagy mértani helyérdl. Ennek az alakzatnak minden pontja rendelkezik a meg.
adott tulajdonsaggal, m4s pont azonban nem. Mondjuk, hogy a mértani helyet
ezek a pontok alkotjak.

A kor (korvonal) a sik olyan pontjainak mértani helye, amelyek a sik
egy megadott pontjatél megadott (0-tél kiilonb6z8) tavolsagra vannak. A kor

5.1
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kozéppontja (centrum) az a pont, amelyiktdl a kor pontjai ugyanakkora tavol-
sagra vannak. A kor sugara (radiusz) ez a Kozos tavolsag, de ugyanigy nevez-
zilk azokat a szakaszokat is, amelyek a kozéppontot a korvonal pontjaival
osszekotik.

A gomb (gombfeliilet, szféra) a tér olyan pontjainak mértani helye, amelyek
egy megadott ponttol megadott (0-tdl kiillonboz0) tavolsagra vannak., A gomb
kozéppontja (centrum) az a pont, amelyiktél a gomb pontjai egyenlo tavol-
sagra vannak. A gomb sugara (rddiusz) ez a kozos tavolsag, de ugyanigy
nevezziik azokat a szakaszokat is, amelyek a kozéppontot a gémbfeliilet pont-
jaival osszekotik.

A kort is, meg a gombot is egyértelmiien meghatarozza a kozéppontjuk és
a sugaruk vagy pedig a kézéppontjuk és egy pontjuk. Ha a sugar hosszegy-
ségnyi, akkor egységkiorhoz és egységgombhoz jutunk.

A sik egy pontja a kérvonalon beliil vagy kiviil van aszerint, amint a kor
kozéppontjatol mért tavolsaga a sugarnal kisebb vagy annal nagyobb. A kor-
vonalon beliil elhelyezkedé pontok a korvonal pontjaival egyiitt a korvonal
altal hatarolt korlemezt (korlap, kortartomany, kor) alkotjak.

Egy pont a gombfeliileten beliil vagy kivil van aszerint, amint a gomb-
kozépponttol a sugarnal kisebb vagy annal nagyobb tavolsiagra van. A gomb-
feliileten beliil elhelyezkedd pontok a gombfeliilet pontjaival egyiitt a gomb-
feliilet altal hatarolt gombfestet (tomor gomb, gomb) alkotjak.

Al A mértani hely megnevezés altaldnosan elfogadott. Minden esetben megtehetjiik
azonban, hogy helyette pontok osszességérdl vagy ponthalmazrol beszéliink.

Semmitmondé az olyan kijelentés, hogy pl. a kor mértani hely. Minden alakzat felfog-
haté mértani helyként, hiszen mondani lehet: az alakzat azoknak a pontoknak mértani helye,

amelyek az alakzathoz tartoznak.

A2 Csak nagyon ritkan szarmazhatik zavar abbdl, hogy a korlemezt is kornek,valamint
a gombtestet is gdmbnek mondjuk. Ezt természetesen csak olyankor tessziik, amikor félre-
értés veszélyével nem Kkell szamolnunk. Ha hangstlyozni akarjuk, hogy nem a korlemezrdl
vagy a gombtestr6l van szd, akkor korvonalat vagy gombfeliiletet mondhatunk.

A3 A kor és a gbmb definialdsakor megkoveteltiik, hogy a megadott sugar 0-tdl kiilon-
biz6 legyen. Ha sugarként nulltadvolsagot is megadhatnank, akkor a kor és a gomb definiciéja

egyaridnt pontot is szolgaltatna.

5.2 Ha egy szakasz két végpontjanak egyike a koron beliil, masika a ko-
ron kiviil helyezkedik el, akkor ez a szakasz metszi a kort, a szakasznak van
a korvonalhoz tartozo pontja.

A korvonalat két pontja két korivre (iv) bontja fel. E két koriv kozos
része a koriveket hatarolé két pont, a korivek két kozos végpontja.

Az A, B végpontu korivet AB vagy AB je-
16li, ha nyilvanvalo, hogy az ilyen végponti Kor-
ivek melyikérél van szo. Ha félreértés lehetsé-
ges, akkor megadjuk a koriv egy kozbenso pornt-

Ha a kor sikjaban elhelyezkedo koriv vég-
pontjainak egyike a koron beliil, masika a koron
kiviil helyezkedik el, akkor ez a koriv metszi a
kort, a korivnek és a korvonalnak van Kkozos
pontja. 10. dbra
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B1 Azt mondtuk, hogy a korvonalat két pontja két korivre bontja fel. Ezekhez ngy
jutunk, hogy a két ponthoz vezet6 sugarak altal meghatarozott két szogtartomanyt és a kor-
vonalnak ezekkel a szogtartomanyokkal kozbs részeit tekintjik.

B2 A koron beliil és kivill elhelyezked6 pontokat dsszekotd szakasszal es korivvel kap-
csolatban csak kozos pont létezésérdl széltunk. Azért nem mondtuk ki azt is, hogy csak egy
kozos pont van, mert ezt a tényt a kor részletes targyaldsa soran majd bebizonyitjuk.

Szélhattunk volna a gombon belill és kivill elhelyezkedd pontokat Osszekdt6 szakaszok-
nak és koriveknek a gombbel alkotott metszéspontjarol is. Ezt sem tettilk, mert ezzel majd a
gomb részletes targyalasa soran foglalkozunk. _

Kor és szakasz, valamint kor és koriv metszésére vonatkozé kijelentésiink bizonyitasa
viszont nem illenék bele a kovetkez§ fejezetek keretébe. Ha mi ezt a romai szamokkal jelzett
axiémainkra tdmaszkodva bizonyitani akarnék, akkor az egyenes folytonossidgara kellenc
épitentink, és ezért X. axiomank kozvetitésével azt kellene kihasznalnunk, hogy a valés sza-
mok kozott nincsen hézag. | o .. o )

A szdéban forgd Kijelentést kéraxiomdnak mondjak. A geometria java resze felepitheto
gy, hogy X. axiémank helyett csak a koraxiomat, valamint azt mondjuk ki, hogy ha h egy
szakasz hossza, akkor barmely A kezd8pontu félegyenesen egyetlenegy olyan B pont talalhato,

amelynek A-t6l mért tavolsaga fh-val egyenld. ' N .
Ennek a kényvnek a targyalasa is javarészt ilyen médon a koraxiémara épill. Ezzel kap-

csolatban megemlitjiik, hogy ha X. axioménk szovegében ,,egy és csak egy” helyett , legfel-
jebb egy” 4all, akkor olyan kijelentéshez jutunk, amely konnyen bizonyithato IX. axiomankra,
valamint arra hivatkozva, hogy minden szakasznak van hossza. Ugyanigy azt is bizonyit-
hatnok, amit Archimedes-féle axiomdnak szokas nevezni, hogy ti. két adott szakasz egyikének
mindig van olyan egész szami tobbszorose, amely a masiknal nagyobb. y
Felhivjuk a figyelmet minden olyan részletre, amelynek az alatamasztasahoz X. axio-
mankra is szlikség van, amely tehat a folytonossagbol a koraxiomanal tobbet hasznal fel.
Ilyen volt eddig az, hogy minden valés szogmeértékhez taldlhato szog, és mmdazr, amit a kon-
vex alakzatok hataraval kapcsolatban 4.6-ban mondtunk. Ennek kovetkezménye, hogy a
koraxioma hataskorén tilnynlunk, valahdnyszor altalaban konvex sikidomokrol vagy konvex
testekr6l szolunk, és hataruk tulajdonsagaira is'épitiink. Az ilyen részleteknél ezt a koriilmenyt
11jbdl nem is hangshlyozzuk. | o ' y
Az elmondottak béven indokoljak, hogy a koraxidma szakaszokrol szold kijelentése miert
szerepelt itt, j6llehet 4.6-nak a konvex sikidomok hatarar6lszol6 részlete azt magaban foglalja.

5.3 Ebben és a kovetkez8 szakaszban az alakzatokkal kapcsolatos néhany fogalmat ¢s
kifejezést tisztazunk. Ez a szakasz az alakzatok bizonyos fajtajarol, a tartomanyokrol szol.

a) Legyen adva valamilyen F alakzat, amelyet a kovetkezdkben fundamentdlis alak-
zatnak neveziink. F szerepét ebben a konyvben a tér, sik, egyenes, poliederfeliilet, sokszogvo-
nal, konvex zart feliilet vagy konvex zart gérbe jatssza. Bebizonyitjuk majd, hogy a gémb-
felillet és a korvonal az utébb emlitett két alakzatfajtahoz tartozik. A felsorolasban ezért nem

emlitettiik ezeket.
Ha egy konvex poliéder az F alakzat A pontjat a belsejében tartalmazza, akkor azt

mondjuk, hogy F-nek a konvex poliéder belsejében elhelyezked§ pontjai az A pont kdrnyezelet

alkotjdk (az F fundamentalis alakzatban). '
Tekintstik az F fundamentdlis alakzatban elhelyezkedd T alakzatot és a T altal tartal-

mazott (esetleg iires) H alakzatot. Azt mondjuk, hogy T farfemdny €s H a hatdra (az F funda-

mentalis alakzatban), ha a kovetkez§ feltételek teljesiilnek:

1. T minden H-hoz nem tartozé pontjanak van olvan kornyezete, amely csak T-her

tartozd, de H-hoz nem tartozé pontokbol all. ,
2. H barmely pontjanak barmely kornyezete tartalmaz T-hez nem tartozo pontot, vala-

mint T-hez tartozo, de H-hoz nem tartozé pontot is. ,
3. F minden T-hez nem tartozé pontjanak van olyan kornyezete, amely T egyetlen

pontjat sem tartalmazza.
Minthogy a H hatdar iires alakzat is lehet, maga az F fundamentalis alakzat is tartomany

Minden mas esetben a T tartomanybél tijabb tartomanyhoz jutunk, ha F-bfl T=nek H-hoz
nem tartozé pontjait elhagyjuk. Ezt kiegészitd (komplementer) tartomanynak nevezzilk, s ennek
hatara valtozatlanul ugyanaz a H alakzat. Ezt az az észrevetel tamasztja ala, hogy a fenti

hirom kévetelményben T-nek H-hoz nem tartozé pontjai, valamint F-nek T-hez nem tar-
toz6 pontjai szimmetrikus szerepet jatszanak.
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Terbeli, sikbeli, linedris és gombi (szférikus) tartomany az olyan, amelynel a funda-
mentalis alakzat rendre a tér, sik, egyenes vagy gombfeliilet. A térbeli tartomany hatarat
feliiletének (hatarfelillet, peremfeliilet), sikbeli tartoményét pedig peremének (hatarvonal
hatargérbe) mondjuk. Ezeknek a hatdralakzatoknak a megnevezésére a felszin és Kkeriilet
szavakat nem hasznaljuk, mert velilk majd mas fogalmakat jeloliink.

Az eddig megismert alakzatok mindannyian tartomanyok, mégpedig a mar emlitett
fundamentalis alakzatok valamelyikében. Térbeli tartomény a tér, féltér, poliéder, gombtest
és altalaban a konvex test. Egy sik dltal hatdrolt két féltér egymdas kiegészité tartomanya.
Sikbeli tartomany a sik, félsik, szogtartomany, sokszégtartomany, korlemez és altaldban a
konvex sikidom. A siknak egy egyenes 4ltal hatdrolt két félsikja, valamint ugyanaz Altal a
szogvonal altal hatarolt két szdgtartomdnya egymads kiegészitje. Linedris tartomany az egye-
nes, a félegyenes €s az egyenesszakasz. A gombi tartomanyok kozill eddig csak maga a teljes
gombfelillet szerepelt. A korvonalon mint fundamentalis alakzaton elhelyezkedd tartomanyok
kozill a teljes kdrvonalat, valamint a korivet emlithetjilk. Egy kornek két kozds végpontt
korive egymas Kiegészit§ tartomanya.

Az emlitett tartomdnyok mindegyikénél megmondtuk, hogy mi a hatara. Ellendrizhet-
jiik, hogy ez a most adott altaldnos definiciéval sszhangban van. Ezt az ellendrzést megkony-
nyiti, hogy a kornyezet, ha a fundamentélis alakzat sik, a pontot tartalmazé nyilt konvex
soksziget, ha pedig egyenes, akkor a pontot tartalmazé nyilt szakaszt jelent.

b) Egy tartomany pontjai kétfélék: a hatarhoz tartozé hatdrpontok és a hatarhoz nem
tartozo belsé pontok. A fundamentdlis alakzatnak a tartomanyhoz nem tartezé pontjait a
tartomany kiilsé pontjainak is mondjuk, bar ezek a tartomanynak nem pontjai.

A belsG pontok egyesitése a tartomény belsejét, kiils6 pontjainak egyesitése a tartomany
kilsejét adja. Eszerint maga a tartominy a tartomany belsejébdl és hatarabdl, a kiegészito
tartomdny pedig a tartomany killsejébdl és hatarabol all. A tartomdny definiciéja alapjan
kimondhatjuk, hogy a térbeli tartomany belseje a tartomany A4ltal tartalmazott poliéderek
belsejenek az egyesitése, killseje pedig a kiegészitd tartomany Altal tartalmazott poliéderek
belsejenek az egyesitése. Sikbeli és linedris tartomanyrdl hasonlét mondhatunk, csak poliéder
helyett sokszdgtartomanyt, illetve szakaszt kell mondanunk.

Definiciénk szerint a hatdr is a tartomanyhoz tartozik. Ezt igy mondjuk, hogy mi a
2drt tartomanyokat definidltuk. Ha egy tartoméanybdl a hatirat elhagyjuk, nyilt tartomany-
hoz jutunk. Ha nem mondjuk, hogy zart vagy nyilt tartomanyrdl van-e sz6, mindig a zart
tartomanyra gondolunk. Egy tartomany belseje és kiilseje egyardnt nyilt tartomany. Maga
a fundamentalis alakzat mint tartomany egyszerre nyilt is és zart is.

Ha azt mondjuk, hogy egy alakzat a tartomdnyban van, vagy hogy a tartomanyhoz tar-
tozik, ez azt jelenti, hogy ezt az alakzatot a zart tartomdany tartalmazza. Ezzel szemben
akkor mondjuk, hogy egy alakzat a tartomdny belsejében van, vagy hogy a tartomany belsejéhez
tartozik, ha ezt az alakzatot a tartomany belseje tartalmazza. Eszerint pl. a konvex sokszog
atloi a sokszigben vannak, de nincsenek a sokszog belsejében, hiszen végpontjaik hatarpontok.
Egy tartomanyrél akkor mondjuk, hogy egy masik tartomdny belsejében halad, vagy hogy egy
masik tartomany belsejében teriil el, ha a sz6ban forgé tartomény belsejét a masik tartomany
belseje tartalmazza. Ez csak akkor kovetkezhetik be, ha a széban forgé tartomény egésze is
a masik tartomanyban van. Eszerint pl. egy sokszig csiicsait dsszekotd szakaszok Kﬁzﬁl azok
a belsd atlok, amelyek a sokszog belsejében haladnak.

¢) A kovetkez6kben arr6l szélunk, hogy tartomanyokbél hogyan juthatunk djabb
tartomanyokhoz. |

Ha ismeretes a fundamentalis alakzat, és tudjuk, hogy egy zart tartomany mely pontok-
bol all, akkor ezek mindegyikér6l mar eldonthetd, hogy bels§ pont-e vagy hatarpont. Ez attol
fiigg, hogy van-e a pontnak a tartomanyban elhelyezked§ kornyezete, vagy nincs. Eszerint
a zart tartomany egyértelmfien meghatarozza a hatdrit. Ugyanezt a nyilt tartomanyrdl is
elmondhatjuk, hiszen hatdra a kiegészité zart tartomany hatirdval azonos.

Ha ugyanabban a fundamentdlis alakzatban két tartomidny van adva, akkor ezek
egyesitése is tartoméany. Ennek hatdrat az imént mondottak alapjan mar meghatarozhatjuk.
Ez a hatar a ket egyesitett tartomany hatdrdnak egyesitésével nyert alakzatban van, de azzal
nem feltétleniil azonos. Igy pl. egy kozds oldalon nyugvo két hidromszog egyesitése olyan négy-
szdg lehet, amelynek a volt kozos oldal mar nem oldala.

Tobbnyire olyan tartomanyok egyesitése szerepel, amelyek ugyanahhoz a fundamentalis
alakzathoz tartoznak, és kozos pontjuk van ugyan, de kozds bels§ pontjuk nincs. Kozas
pontjaikat tehdt a két egyesitett tartomdny hatdrdnak mindegyike tartalmazza. Ilyenkor
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tartomanyok egymdshoz illesztésérdl, osszerakasarol beszéliink. Az elébb pl. arrdl volt szo,
hogy két haromszog egymashoz illesztéscvel négyszoget kaphatunk. '

Ha ugyanabban a fundamentélis alakzatban Koz0s belsd ponttal_r-endelkezti ket tarto-
many van adva, akkor belsejiiknek a kozos része nyilt tartomany. Tudjuk, hogy ez a hatarat
mar meghatarozza. Az igy kapott z4rt tartomanyt az eredetileg megadott ket tartomany
kozGs tartomdnydnak nevezzilk. Ennek a kozos resznek a hatara a ket tartomany hataranak
egyesitésével nyert alakzatnak része, de azzal nem feltétlentil azonos. Lehet azonos is, mint
pl. egymdast nem metsz§ egyenesek altal hatérolt két felsik esetében. Két tartomany kozos
részéhez ngy is eljuthatunk, hogy kiegészit6 tartomanyaik egyesitésenek a kiegészitd tarto-

manyat képezziik, , , ' ' _
Sz6 lehet két tartomany kozos részeként adédé tartomanyrol néha olyankor is, ha

fundamentalis alakzataik kiildnbozok. Ilyen kozos részr6l akkor beszélhetiink, ha a ket tarto-
manynak van kozos bels6 pontja, és uj fundamentalis alakzatul a keét eredeti fund_gmentahs_,
alakzat kozos részét valasztjuk. A széban forgé tartomanyhoz gy jutunk, hogy a koz0os belso
pontokhoz csatoljuk az fij fundamentalis alakzatnak azokat a pontjait — ha vannalk ilyenek
—, aemlyek maguk nem kozos bels§ pontok, de minden kornyezetilk tar’@lmaz kozos Delsod
pontot. [gy juthatunk pl. a gombtest sikmetszetekent kirlemezhez és a gombfeliilet sikmet-
szeteként korvonalhoz. Ide illik a koriv 5.2 Bl-ben adott definicidja is.

Ha ugyanabban a fundamentalis alakzatban két olyan tartomany van megadva, amelyek
egyike a masikat tartalmazza, de a két tartomany nem azonos, akkor sz0 lehet a nagyobbik
tartomanynak és a kisebbik kiegészit§ tartomanyanak a kozos részér6l. Azt mondjuk, hogy
ehhez jutunk, ha a nagyobbik tartomanybdl a kisebbiket elvesszuk, elhagyjuk vagy kivagjuk.
Ha ezt a maradéktartomanyt az elvett tartomanyhoz illesztjiik, az eredeti, nagyobbik tatto-

manyhoz jutunk. o _ | o ’ o
A most ismertetett eljarasokat ismételten is alkalmazhatjuk. Beszelhetiink ezert veges

sok tarfomdny egyesitésérdl, Osszeillesztésérdl, kozos részerdl €s elvételérél. Hangsulyozzuk,
hogy mindig z4rt tartoményokkal dolgozunk, €s zart tartomanyokhoz jutunk.

d) Mér sz6 volt arr6l, hogy a tartomany egyértelmien meghatarozza a hatarat. A hatar
viszont nem hatarozza meg egyértelmiien a tartomanyt. Nemcsak a Kkiegeszit0 tartomanynak
ugyanaz a hatara, hanem az is lehetséges, hogy harom ugyapabb,an a fundamentalis alakzatban
elhelyezked§ tartomanynak kozos a hatdra. Ez a kordlmeny 6vatossagra int akkor, amikaor
tartomanyokat hataruk megadasaval akarunk jellemezni, vagy amikor kettevagasrol akarunk

szolni. ‘ '
Ha az F fundamentilis alakzatban a H alakzat csak az egymést kiegészité T,, T,

tartomdnyoknak a hatéra, akkor azt mondjuk, hogy H az F alakzatot kettévdgja, erre a két
tartomanyra bontja fel. Igy bontja fel pl. az egyenes a sikot €s a sik a teret. _‘

Ha H az F fundamentalis alakzatot a T,, T, tartomanyokra bontja fel, és F valamely 1
tartomanyanak vannak ezekkel kozos belsé pontjai, akkor sz6 lehet T ¢s Ty, valamint T es
T, kozos tartomanyardl. Ezek egyesitése a teljes T tartomanyt adja. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy (F kettévagdsakor) H a T tartomanyt erre a Ket tartomanyra bontja fel. Igy vagja ketté

1. a sokszogtartomanyt a belsején athalado egyenes. -
P Hasonlgét mondhgtunk, ha nem F, hanem az Altala tartalmazott F, fundamentalis alak-

zat T tartom4nyar6l van szé. Ilyenkor azonban T és T,, valamint T és T, kozos tartomanya-
nak az egyesitése nem mindig adja a teljes T tartomanyt. Csak ha ez bekoyetkez:k,ak](or mond-
iuk, hogy (F kettévigasakor) H a T tartomanyt az ad0do két tartomanyra bontja fel. igy
vagija ketté a konvex sokszoget kettévago egyenes a hatarold sokszégvonalat is. Nem mond-

hatunk azonban hasonlét a konkav sokszoget kettévagd oldalegyenesrdl. -
Nincs szilkség ilyen 6vatossagra, ha nem sz6lunk arrol, hogy H az F fundamentalis

alakzatot mely tartomanyokra vagy hany tartomanyra bgntja fel, hanem c‘srak arrol, hogy
felbontja-e, hogy tehdt H hatara-e F valamely tartomanyanak. Igy pl. a poliéderfelilet egy-
szeres Osszefligg@ségének 4.5-ben adott definicidja nem kivanja meg, hogy meggy6z86djiink,

kettévagasrél van-e szo.

B* Ramutatunk arra, hogy ennek a szakasznak a kijelentései hogyan bizonyithatok.
Ezt azért tessziik, mert a szokasostol eltérd okoskodéasokra is sziikség van.

a) El6szor azt bizonyitjuk, hogy ha az A pont a P poliéder belsejében van, akkor P tar-

talmaz olvan konvex P, poliédert, amely az A pontot a belseje:ben ._tartalquza: _
Ilyer): P, poliéderﬁeg a kivetkez6képpen juthatunk: tekintsilk P csucsait, valamint az A

pontot nem tartalmazé élegyeneseit és lapsikjait. A csticsokon és a tekintetbe vett ¢legyenese-
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ken at fektessiink egy-egy olyan sikot, amely az A pontot nem tartalmazza. Mindezek a sikok,
valamint a tekintetbe vett lapsikok egy-egy olyan félteret hatarolnak, amely tartalmazza az
A pontot. Allitjuk, hogy mindezeknek a féltereknek, valamint P konvex burkdnak a kozos
része egy kivant tulajdonsagu P, poliéder.

P, szarmaztatasabél nyomban kdvetkezik ugyanis, hogy P, valéban poliéder, hogy kon-
vex, s hogy A a belsejében van. Az is kivetkezik, hogy P, nem tartalmazza a belsejében P
egyetlen cstcsat sem. P éleinek sincs pontjuk P, belsejében; vagy azért, mert az él a kozds részt
szolgalitato félterek valamelyikének a hatardn van, vagy pedig azért, mert az él P, belsejéhez
nem tartozo csuicsokat kot Ossze, és egyenesének egy P, belsejéhez tartoz6 pontjat, ti. az A
pontot nem tartalmazza. Nincs P, belsej¢hez tartozé pontjuk P lapjainak sem; vagy azért,
mert a lap a kozos részt szolgaltato félterek valamelyikének a hatardn van, vagy pedig azért,
mert a lap élekbdl allé6 hatarvonalanak nincs P, belsejéhez tartozé pontja, és a lap a sik-
janak egy P, belsejéhez tartozd pontjat, ti. az A pontot nem tartalmazza. Minthogy P fe-
liiletének ezek szerint nincs P, belsejéhez tartozd pontja, viszont P tartalmazza a P, belse-
jéhez tartozdé A pontot, azért keil, hogy P tartalmazza a teljes P, poliédert. P, valéban ren-
delkezik tehdt a megkivant tulajdonsagokkal.

Megemlitjiik, hogy P, szarmaztatasakor elég lett volna csak félterekrél szdlnunk. P
konvex burkat a kézls rész képzésekor csak azért szerepeltettiik, hogy okoskodasunk logikai
szerkezete egyszertibb legyen,

b) Térbeli eredményiinkhéz hasonloan most azt bizonyitjuk, hogy ha az A pont a P
sokszdg belsejében van, akkor P tartalmaz olyan konvex P, sokszoget, amelynek A ugyancsak belso
pontja.

Ilyen P, sokszoghoz a kovetkezdoképpen jutunk: P csticsain at az A ponton at nem halado
egyeneseket fektetiink. Ezek az egyenesek, valamint P-nek az A pontot nem tartalmazo oldal-
egyenesei egy-egy az A pontot tartalmazo félsikot hatarolnak. Mindezeknek a féisikoknak,
valamint P konvex burkanak a kozos része egy kivant tulajdonsagi P, sokszig.

P, szarmaztatasabol kdvetkezik, hogy valdban sokszog, hogy konvex, s hogy A a belsejé-
ben van. P csticsai nincsenek P, belsejében, hiszen mindegyik egy-egy P,-et tartalmazd felsik
hataran van. P oldalainak sincs pontjuk P; belsejében; vagy azért, mert az oldal a k6zds részt
adé félsikok valamelyikének a hataran van, vagy pedig azért, mert az oldal P, belsejéhez nem
tartozo csucsokat kot Ossze, és egyenesének egy P, belsejéhez tartozo pontjat, ti. az A pontot
nem tartalmazza. Minthogy P hataranak nincs P, belsejéhez tartozé pontja, viszont P tartal-
mazza a P, belsejéhez tartozd A pontot, azért kell, hogy P tartalmazza a teljes P, sokszoget.
P, valdban rendelkezik tehdt az el6irt tulajdonsdgokkal.

¢) Ratériink most annak bizonyitdsara, hogy az eddig megismert alakzatok valéban
tartomanyok, s hogy amit hataruknak mondtunk, az valéban a hataruk. Azt kell ellenérizniinl,
hogy a tartomany és a hatar definicidjanak harom kovetelménye teljesiil.

Poliéder: Belsé pontjaira a) szerint 1. teljesiil. Minthogy minden hatarponton athalad
olyan toréttvonal, amelyet a hatarpont a poliéder belsejében haladd és a poliéderen kiviil haladd
szakaszra bont, a hatarpontokra 2. teljesiil. A kiilsé pontokra 3. teljesiil, mert a kiils§ pontot
belsejében tartalmazé kenvex poliéderb6l a vizsgalt poliéder kiilseje poliédert vag ki, és ez
a) szerint tartalmaz olyan konvex poliédert, amely a szoban forgd kiils6 pontot a belsejeben
tartalmazza.

Miel6tt a poligon targyalasdra térnénk, ra kell mutatnunk arra, hogy ha a fundamentalis
alakzat sik, akkor a kdérnyezet valoban, mint mar emlitettiik, a’pontot belsejében tartalmazo
konvex sokszdg belsejét jelenti. Ez azért igaz, mert egyrészt a konvex poliéder belsé pontjan
athaladd siknak a policderhez tartozd pontjai sokszdget alkotnak, masriszt barmely sikbeli
konvex sokszég igy szarmaztathatd, hiszen a sokszognek és ezt bels6 pontban dof6 szakasznak
a konvex burka megfelel6 poliédert ad.

Sokszdg: A poliéderrdl mondottakat elismételhetjiik azzal a kiilonbséggel, hogy a) he-
lyett b)-re hivatkozunk.

Konvex sikidom: Egy belsG ponton at két olyan szakaszt fektethetiink, amelyek a sik-
idomban vannak. Ezek konvex burka olyan sokszdg, amely biztositja, hogy 1. teljesiil. Minden
hatarponton 4thalad olyan szakasz, amelyet a hatarpont a sikidomon beliil és rajta kiviil haladé
szakaszra bont fel. Ebb6l kovetkezik, hogy 2. is teljesiii. Ha P a sikidomon kiviil van, akkor
egy Q belsé ponttal dsszekotve a hatarvonalat A-ban metszd szakaszt kapunk. A @ ponton
athaladé és a PQ egyenestdl killonboz6 egyenesen olyan @,Q, szakaszt vehetiink fel, amelyet a
sikidom tartalmaz, s amely athalad a Q ponton .A Q,A, Q,A szakaszok meghosszabbitasai
olyan A csticsti konvex szogtartoményt hatarolnak, amely a P pontot a belsejében tartalmazza,

g% | 5.3




36 Alapfogalmak

s amelynek nincs a sikidom belsejéhez tartozo pontj‘a‘. Ez abbdl kdvetkezik, hogy a szogtar-
tomany minden pontja egy olyan szakasz meghosszabbitasan van, amely a Q,Q, szakasz egy
pontjabél az A ponthoz vezet. Minthogy a széban forgé szégtartomany is konvex sikidom, az
1. teljesiilésér6l mondottak értelmében a P pontot belsejében a tartaimazd konvex sokszoget
tartalmaz. Ebbdl kovetkezik, hogy konvex sikidomunkra 3. is teljesiil.

Konvex test: A konvex sikidomrdl mondottakhoz hasonléan okoskodhatunk. Elteéres
ott mutatkozik, hogy 1. igazoldsakor két szakasz helyett harom nem egysikii szakaszrol kell
sz6lni, s hogy 3. igazolasakor a Q ponton athaladé Q,Q, szakasz helyett a Q pontot belsejében
tartalmazé @,Q,Q;A-et kell bevezetni. Ennek a haromszognek az oldalain ¢s az A ponton
at fektetett sikok egy-egy a P pontot belsejében tartalmazé félteret hatarolnak. Ennek a
harom féltérnek a kozos része jatssza most azt a szerepet, amit a konvex sikidom esetében egy
szogtartomany jatszott. Ennek a kozos résznek minden pontja ugyanis egy olyan szakasz
meghosszabbitdsidn van, amely a Q,Q,Q;2 egy pontjabdl az A ponthoz vezet, s ezért az emli-
tett kozds rész egyetlen pontja sincs konvex testfinknek a belsejeben.

Nem kell killon szélnunk a féltérrSl, mert az is konvex test, valamint a félsikrdl és konvex
sz0gtartoményrél, mert ezek konvex sikidomok. Még kevésbé kell sz6lnunk a térrél és a sik-
rél, valamint a gémbfeliiletrdl, a korvonalrdl és az egyenesr6l, mert maga a fundamentalis
alakzat mindig olyan tartomany, amelynek nincs hatarpontja. A gémbtestrl és a korlemezr6l
azért nem szoéltunk, mert majd 1atjuk, hogy ezek is konvex alakzatok. A konkav szdgtarto-
manynal elég arra hivatkoznunk, hogy az egy konvex szdgtartomany kiegészité tartomanya.

Lineéris alakzatok vizsgélatardl jogosan mondhatjuk, hogy egy pontnak a-kornyezete
a pontot tartalmazé nyilt szakaszt jelent, mert konvex poliéder belsején athalado egyenesnek
a poliéder belsejéhez tartoz6 pontjai nyilt szakaszt alkotnak, és igy minden nyiit szakasz
szarmaztathaté. Ilyen médon a félegyenes és a szakasz tartomanyjellege kozvetleniil belat-

hato.
Egyediil a kériv maradt ki a mar bevezetett alakzatok koziil. Ezt a hianyt révidesen

pétoljuk (lasd f).

d) Egy rogzitett fundamentélis alakzatban elhelyezked6 tartomanyokbdl jabb tarto-
méanyokhoz vezetd eljardsok koziil itt csak az egyesitéssel kapott tartomanyrol szélunk, mert
a t6bbi eljaras (az egymashoz illesztés, a kdzds rész képzése €s az elvétel) az egyesitésre vezet-
hetd vissza.

Jelolje tehat T az F fundamentdlis alakzatban elhelyezkedd zart T,, T, tartomanyok
egyesitését. T-nek azok a pontjai, amelyeknek nincs 7 altal tartalmazott kornyezetiik az eset-
leg tires H alakzatot alkotjak. Azt kell belatnunk, hogy T €s H rendelkezik a tartomany és a
hatar definicigjaban szerepld harom koévetelménnyel. Az 1. kdvetelmény H megvalasztasa
miatt teljesiil. A 2. kovetelmény egyik része azért teljestil, mert H pontjanak kérnyezete H
megvéalasztdsa miatt tartalmaz T-hez nem tartozé pontot. H minden pontja a T,, T, tarto-
manyok valamelyikének a hatardn van, hiszen e tartomanyok belsé pontjai szitkségképpen

bels6 pontjai T-nek is. Ebbdl kovetkezik, hogy H pontjanak kérnyezete tartaimaz T, vagy T,

belsejéhez tartoz6 pontot, tehdt T belsejéhez tartozd pontot is. Eszerint a 2. kévetelmény
mésik része is teljesiil. Minden T-hez nem tartozé pont a T,, T, tartomanyok mindegyikének
kiils pontja, van tehat T, pontjait nem tartalmazd, valamint T, pontjait nem tartalmaz¢ kor-
nyezete. E két kornyezetet szolgaltaté konvex polieder kozos része ugyancsak konvex poliéder,
s az altala szolgdltatott kornyezet 3. teljesiilését biztositja.

e) Kiilonbozé fundamentélis alakzatokban elhelyezkedd tartomanyok kozds részének
képzésér6l sz6lunk most. Targyaldsunk feloleli azt a mar elintézett esetet is, amikor a két
fundamentalis alakzat azonos.

Tekintsiik az F,, F, fundamentélis alakzatokban elhelyezked6 T,, T, tartomanyokat.
Jelolje B, és B, ezek belsejét. Az F,, F, alakzatok koz0s pontjai az F alakzatot, a B,, B, alak-
zatokéi pedig a B* alakzatot szolgaltatjak. Feltesszilkk, hogy B* nem iires, tehat F sem dres,
ugyanis csak ebben az esetben beszéliilnk a Ty, T, tartomanyok kozds részér6l. T-vel jeldljiik
F pontjai koziil azoknak az Osszességét, amelyeknek az F fundamentalis alakzathoz tartozo
minden kérnyezete tartalmaz B*-hoz tartozo pontot is. B-vel jel6ljiik T pontjai koziil azoknak
az Osszességét, amelyeknek az F fundamentalis tartomanyban van T altal tartalmazott kor-
nyezetiik. Allitjuk, hogy T zart tartomany, melynek B a belseje. Ezt a tartomanyt mondjuk a
T,, T, tartomanyok kozos részenek.

A bizonyitast két megjegyzéssel készitjiik eld. El@szor azt bizonyitjuk, hogy B* minden
pontja B-hez tartozik. Evégett meggondoljuk, hogy B* barmely pontja egy-egy olyan konvex
poliéder belsejében van, amelynek belsejében F,-nek csak Bj-hez tartozdé pontjai, illetéleg
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Fy-nek csak B,-hoz tartoz6 pontjai vannak. A két poliéder kozos részében ezért F-nek csak
olyan pontjai lehetnek, amelyeket B, és B, mindegyike tartalmaz, amelyek tehiat B*-hoz
¢s egyben a B*-ot tartalmazo T-hez tartoznak. Ez B megvalasztasa miatt azt jelenti, hogy
B* kiszemelt pontja valéban B-ben van.

Masodik el6készit6 megjegyzésiink, hogy ha F valamely pontjanak egy kérnyezete nem
tartalmaz B*-hoz tartozo pontot, akkor nem tartalmaz T-hez tartozot sem. Ez T megvalasz-
tasara valé tekintettel azt jelenti, hogy ha egy poliéder belseje netn tartalmaz B*-hoz tartozé
pontot, akkor e poliéder minden belsé pontjanak van B* pontjait nem tartalmazo kérnyezete.
Nyilvanvald, hogy ez igaz, hiszen maga a széban forgd poliéder ilyen kirnyezetet szab meg.

Ratérfink most Allitdsunk bizonyitdsara. Azt kell igazolnunk, hogy T és B eleget tesz
annak a hiarom kovetelménynek, amelyet egy tartomanynak és belsejének teljesitenie kell.
Az 1. kovetelmeny B megvalasztasa miatt teljesiil. Tekintsiik T valamely B-hez nem tartozo
pontjanak egy kirnyezetét. Ez a kornyezet T megvalasztdsa miatt tartalmaz B*-hoz tartozé
pontot, els6 el6készit6 megjegyzésiink szerint tartalmaz tehat B-hez tartozot is. A széban
forgd kornyezetnek B megvalasztdsa miatt kell azonban T-hez nem tartozd pontot is tartal-
maznia, mert kiilonben B-hez tartozdé pont kdrnyezeterdl volna szo0. Ezek szerint 2. is teljesiil.
A T-hez nem tartozo pontoknak T megvalasztasa miatt van B* pontjait nem tartalmazoé
kdrnyezetiik, masodik el6készité megjegyzésiink szerint van tehat T pontjait nem tartalmazo
kfrnyezetiik, s ez azt jelenti, hogy 3. is teljesiil.

) Hangsualyozzuk hogy killonbseget kell tenni a T,, T, tartomanyok kézos pontjaibdl
allé T* alakzat (kozos rész, metszet), valamint a kozos reszilkkként definialt T tartomany
(kozos tartomany, metszettartomany) kozott. A kettd kiilonbozik pl. akkor, ha egy haromszog-
vonalnak €s egyik szogének mint szdgtartomanynak a kozos reészerdl van szo. T* mindig tar-
talmazza a T tartomanyt, hiszen T valamely pontjanak minden kornyezete tartalmazza 7,
és T, kiz0s bels6 pontjat, és ezért T pontja nem lehet sem T,-nek, sem T,-nek kiils§ pontja,
tehat T*-hoz tartozik. e)-bdl kiolvashato, hogy T* csak akkor azonos T-vel, ha T* minden
pontjanak minden kérnyezeteben van T,-nek es T,-nek kozds belsd pontja. Ez a helyzet pl.
akkor, ha egy korvonalnak es ket sugara altal meghatarozott szogtartomanynak a kozos
részét képezziik, tehat a koriv szdrmaztatasakor.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy B* és B nem mindig azonos. Példat kapunk erre, ha
egy félsiknak ¢és egy olyan haromszoégvonalnak a kozos reszét képezziik, amelynek egyik
csticsa a félsik hatdrdan, masik két csticsa a félsik belsejében helyezkedik el. B* és B csak akkor
azonos, ha T* minden B*-hoz nem tartozd pontjanak minden koérnyezetében van F-nek
olyan pontja, amely nem tartozik T-hez. Ezt B definicidojara valo tekintettel, valamint azért
mondhattuk, mert B pontjai T-hez, tehat egyben T*-hoz is tartoznak. Azt is megdllapithat-
juk, hogy ha a mondott feltétel teljesiil, akkor T hatarat azok a pontjai alkotjak, amelyek a
T,, T, tartomanyok hataranak egyesitéséhez tartoznak. A széban forgo feltétel teljesiil pl.
akkor, ha ugyanabban a fundamentalis alakzatban elhelyezked{ tartomanyokrol van szo,
valamint a koriv szarmaztatasakor. Miutan mar az imént beldttuk, hogy a koériv is tarto-
ménz, most igazoltuk, hogy hatarat valdéban az a két pont alkotja, amelyeket végpontjainak
mondtunk.

Megjegyezziik, hogy metszettartomanynak mast is mondhattunk volna. Ha pl. T*-nak
olyan pontjait tekintjiikk, amelyeknek F-ben van T*-hoz tartozd kornyezetiik, akkor egy
nyilt tartomanyhoz jutunk, amely T-vel nem feltétleniil azonos zart tartomanyhoz vezet.

A fundamentalis alakzatra vonatkozolag semmiféle megszoritast nem tettiink. Feldleli
targyalasunk ezért még azt az esetet is, amikor a fundamentalis alakzat egyetlen pont. Ezen
a, fundamentalis alakzaton magat a pontot is tartomanynak kell mondanunk. Ilyen metszet-
tartomany pl. két szakasz metszeéspontja is.

g) A tartomany belsejére vonatkozé néhany észrevétellel foglalkozunk.

Elészor is azt emlitjitk, hogy ugyanazon a fundamentalis alakzaton beliil egy T, tarto-
many akkor és csak akkor tartalmaz egy T, tartomdanyt, ha T, belseje tartalmazza T, belsejét.
Ha ugyanis T, a T,-ben van, akkor T, bels6 pontja nem lehet T, hataran, hiszen ez esetben

" nem volna T, altal tartalmazott kornyezete, tehat T, altal tartalmazott sem. Ha viszont T,

belseje T, belsejében van, akkor T, hatdrpontja nem lehet T, kiils0 pontja, hiszen ez esetben
volna olyan kirnyezete, amely nem tartalmazza T, pontjait, tehat T, egyetlen bels6 pontjat

sem.

Egy térbeli tartomany belseje altal tartalmazott nyilt poliéderek egyesitése a térbeli
tartomany belsejével azonos, hiszen a belsé pontokra vonatkozé 1. kovetelményiinkbdl adddik,
hogy ez még konvex poliéderekre is igaz. Az el6z6 bekezdés alapjan kimondhatjuk tehat,
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hogy a térbeli tartomany altal tartalmazott poliederek belsejének az egyesitése ugyancsak a
térbeli tartomany belsejét adja.

Egy P konvex poliéder belsé pontjat tartalmazza olyan konvex poliéder, amely P belse-
jében van. Ilyen konvex poliéderhez jutunk, ha a pontot P csucsaival dsszekotd szakaszokon
egy-egy belsé pontot valasztunk, és ezek konvex burkat kepezziik. Ebbdl kivetkezik, hogy
egy térbeli tartomany belsejéhez jutunk akkor is, ha a térbeli tartomanv belsejében elhelyez-
ked§ zart poliédereket egyesitjiik.

A térbeli tartomanyrdl most mondottakat természetesen sikbeli tartomanyokra is elis-
mételhetjitkk, ha polieder helyett mindeniitt sokszéget mondunk.

h) A kettévagasrél mondottakhoz ffiztink néhany kiegeszitest,

Ha fundamentalis alakzatul harom ko6zo6s kezd6pont1 félegyenesbdl allo alakzatot valasz-
tunk, akkor megéllapithatjuk, hogy a k6zos kezd6pont a fundamentalis alakzat ketténel tobb
tartomanyanak a hatara. Csak megemlitjilk, hogy akkor is megadhaté — bar jéval bonyolul-
tabban — ilyen példa, ha fundamentalis alakzatul a sikot valasztjuk.

Nem lép fel ilyen bonyodalom akkor, ha az F fundamentalis alakzat olyan T tartoma-
nydnak H hataribdl indulunk ki, amelynek a belseje és a kiilseje is rendelkezik azzal a tulaj-
donsaggal, hogy barmely két pontja osszekdthetd Altala tartalmazott térottvonallal. Elég
ehhez belatnunk, hogy ha az AB szakasznak nincs H-val k6z¢s pontja, akkor H nem lehet
olyan tartominy hatara, amelyhez A hozzatartozik, de B nem. Ebbél a torottvonallal valo
osszek othetGség alapjan kovetkezik ugyanis, hogy T bels6 pontjai és kiilsé pontjai egyarant
csak egy-egy H hataru tartomanyban lehetnek, hogy tehdt a T tartomanyon és Kiegé-
szit6 tartomanyan kiviill mas H hatart tartomany nincs.

Az AB szakaszra vonatkozo allitdsunk bizonyitasa végett tegyiik fel, hogy a H hatarn
T, tartomany csak az A pontot tartalmazza, a B pontot pedig nem. A X. axiomankra tamasz-
kodva megdllapithatjuk, hogy AB tartalmaz egy olyan maximadlis AC szakaszt, amelynek
minden bels6 pontja T, belsejében van. A C pont nem lehet T, belsejében, hiszen akkor egy
kornyezete is T,-hez tartoznék, és AC nem volna maximalis. C nem tartozhatik azonban T,
kiilsejiéhez sem, mert akkor C egy kornyezete is T, killsejéhez tartoznék, tehat AC belseje
tartalmazna T, belsejéhez nem tartozd pontot. Ezek szerint C csak T, hatarahoz tartozhatik,
s ez ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy az AB szakasznak nincs T, hatardhoz tartozo
pontja. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy H valoéban kettévagja a fundamentalis alakzatot.
Jogosan mondhattuk tehat, hogy pl. az egyenes kettévagja a sikot és a sik a teret.

Bebizonyitjuk még azt az allitasunkat, hogy ha H az F fundamentalis alakzatot a T,,
T, tartomanyokra vagja ketté, akkor F valamely T tartomanyanak T,-gyel és Ts-vel alkotott
kozos tartomanyat egyesitvea T tartomanyt kapjuk meg. Tegyiik fel, hogy T egy P pontja nem
tartozik a két tartomany egyikéhez sem. Van akkor P-nek olyan kirnyezete, amelynek nincs
kozos pontja az egyik kozos tartomannyal, és olyan is, amelynek nincs kizods pontja a masik-
kal. E két kornyezet Kp kozos része P-nek olyan kornyezete, amelynek T belsejéhez tartozo
pontjai nem tartoznak sem T,, sem T, belsejéhez. Minthogy P a T tartomanynak pontja,
Kp tartalmaz T belsejéhez tartozé A pontot és ennek T belsejéhez tartozd K 4 kérnyezetet.
Az imént mondottak miatt A sem T, sem T, belsejéhez nem tartozhatik, tehit kozds H hata-
rukon van. A hatarpontok tulajdonsiga folytdn a K, kornyezet tartalmaz tehat T, belse-
i¢hez tartozo pontot, és igy Kp mégiscsak tartalmaz T és T, belsejéhez egyarant hozzatartozo
pontot. Ez az ellentmondas eredeti allitasunkat bizonyitja.

5.4 Mi csak olyan alakzatokkal foglalkozunk ebben a kdonyvben, amelyet pontosan meg-
hatarozunk. Ezek az alakzatok mindannyian valamely megadott fundamentalis alakzatban
elhelyezked$ tartomanyok lesznek. Néha célszerfinek bizonyul mégis, hogy mondanivalonkat
ne korlatozzuk az alakzatoknak valamilyen szlikebb korére, hanem tetszlleges alakzatokrdl
sz0ljunk. Tetszlleges alakzatokbdl indultunk ki 4.6-ban is. Az alabbiakban tetszlleges alak-
zatokkal kapcsolatos néhdny elnevezésrdl szolunk.

Egy alakzat akkor korldtos, ha van azt tartalmazo konvex poliéder. Sikbeli alakzatok
esetében konvex poliéder helyett konvex sokszoget, linearis alakzatok esetében pedig sza-
kaszt mondhatunk. Nem Kkorlatos alakzatra azt is mondjuk, hogy végtelenbe nylik.

Egy alakzat akkor poligondlisan dsszefiiggd, ha barmely két pontja dsszekdthetd az alak-
zathoz tartozo torottvonallal. Minden konvex alakzat poligonalisan Gsszefiiggd.

A sikidom és a test (téridom) szavakat rendesen korlatos sikbeli, illetbleg térbeli tar-
tomanyok megjel6lésére, sGt tobbnyire poligonalisan osszeffiggé tartomanyokra hasznaljuk.
ElGfordul azonban, hogy ezeket a megnevezéseket hasznadljuk, és nem mondjuk meg,
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milyen alakzatokra vonatkozik a targyalas. Ilyenkor a sikidom tetszoleges sikbeli alakzatot,
a test pedig tetszlleges térbeli alakzatot jelent. Ha azonban konvex sikidomrol vagy kon-
vex testrdl van szd, akkor 4.6 definiciéjdhoz igazodunk.

Barmely sikidom vagy test belsd pontjainak azokat a pontokat nevezzik, amelyeknek
van a sikidomhoz tartoz6 sikbeli kornyezetiik, illetSleg a testhez tartozé térbeli kdrnyezetik.
A belsd pontok egyesitése a sikidom, illet6leg test belseje. Killonbséget tesziink tehat a sikidom
vagy a test altal tartalmazott, valamint a belsejilkben elhelyezked§ alakzatok kzitt (vi.5.3b).

Bl A korlatossag definiciéjaval kapcsolatban megemlitjiik, hogy a definicioban zart
konvex poliéder helyett egyarant mondhatunk nyilt konvex poliédert, zart poliédert vagy nyilt
polié¢dert. Ennek aldtamasztdsira elég megemliteniink, hogy minden poliéder a konvex bur-
kdban van, amely konvex poliéder, s hogy minden konvex poliéderhez taldlhato egy ezt belse-
jében tartalmazo konvex poliéder. Ez utébbihoz pl. ugy juthatunk, hogy az adott konvex
poliéder minden élének mindegyik meghosszabbitdsan egy-egy pontot vesziink fel, es ezeknek
a pontoknak a konvex burkat képezziik, '

Belathatjuk ilyen mddon, hogy egy sikidom akkor és csak akkor korlatos, ha van azt
tartalmazd zart konvex sokszdg, nyilt konvex sokszodg, zart sokszdg vagy nyilt sokszog.
Elég ehhez arra hivatkoznunk, hogy nyilt konvex poliéder sikmetszete nyilt konvex sokszig, s
hogy barmely sokszoghoz taldlhaté azt tartalmazé konvex poliéder, hiszen a sokszognek és
ezt bels6 pontban d6fd szakasznak a konvex burka ilyen.

B2 Ezen a helyen még nem bizonyithatjuk be, hogy minden poliéderhez talalhato altala
tartalmazott és azt tartalmazd gémb, s hogy e gémbok kézéppontjaul a poliéder barmely
bels§ pontja kijel6lhet8. Erre majd csak a térgeometria targyalasakor keriilhet sor (lasd

129.2 B2).

Ebbsl kivetkezik majd, hogy egy alakzat akkor és csak akkor korlatos, ha van azt tar-
talmazd gombtest, s hogy egy sikbeli alakzat akkor és csak akkor korldtos, ha van azt tartal-
mazo korlemez.

Az is kovetkezik majd a most emlitettekbdl, hogy az el6z( szakasz targyalasa mit sem
valtozik, ha a kérnyezetet mint a pontot tartalmazé nyilt (vagy zart) gdmbnek a fundamenta-
lis alakzattal alkotott kozds részét definidljuk, tehat r sugart kornyezetrll beszélink.

Ha a most mondottakat valasztottuk volna a kornyezet és a korlatossag definiciojaul,
akkor poliéderekre alapozott tdrgyaldsunkban mdris igazolt tobb egyszer(i tényt nem tudnank
itt bizonyitani. Arra kényszeriiltiink volna ezért, hogy a rendszeres targyalast az altalunk itt
elintézettekkel kés6bb duzzasszuk meg.

B3 Konnyf belatni, hogy a korlatos konvex sikidomok és testek kiilseje poligonalisan
osszefliggl. Ha ugyanis B egy bels§ pont, K, és K, pedig kiils6 pontok, akkor a BK;, BK,
szakaszok meghosszabbitasai metszik a konvex sikidomot a belsejében tartalmazé sokszoget,
illetGleg a konvex testet a belsejében tartalmazé poliédert. A meghosszabbitasok mentén, vala-
mint a tartalmazé sokszdg, illetSleg poliéder hataran haladva a K;, K, pontokat Osszekotd,
csak kiils§ pontokat tartalmazé toréttvonalat kapunk.

Minthogy a konvex alakzatok is poligondlisan osszefiiggdk, 5.3 Bh) alapjan kimondhat-
juk, hogy minden konvex zart gorbe kettévagja a sikot, és minden konvex zart feliilet kette-
vagja a teret.

6. § Egybevagosag és szimmetria

Az alapfogalmakat targyald els6 fejezetnek ebben az utolso paragrafusa-
ban geometriai transzformacidkkal, az egybevagésaggal, annak egyes fajtai-
val és az alakzatoknak ezekkel kapcsolatos tulajdonsdgaival foglalkozunk.

6.1 Ha minden ponthoz vagy valamely ponthalmaz minden pontjahoz
hozzarendeliink egy-egy pontot, transzformdciét (ponttranszformacio, lekeé-
pezés) definidltunk. Ilyen transzformacio pl. a tér elmozgatasa is. Ha egy pont-
hoz (targypont) a transzformacié egy pontot (képpont) rendel, azt mondjuk,
hogy ezek megfelelé (homolég) pontok. Egy alakzathoz (targy) az alakzat
pontjaihoz tartozé képpontokbol 4ll¢ alakzatot (kép) rendeljitk hozza. Az alak-
zat transzformalasa erre a képalakzatra valo attérést jelenti.
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Szo lehet arrdl, hogy egy transzformacio végrehajtdsa utdn egy tijabb
transzformaciot alkalmazunk. Ilyen moédon két transzformécio egymasutanja
egyetlen transzformaciot eredményez. Ha egy transzformdacié més-mas targy-
ponthoz mas-mas képpontot rendel, akkor kozonségesnek mondjuk. Az ilyen
franszformacional beszélhetiink az ellentétes (inverz) transzformaciorél,
arrol, amelyik a képpontokhoz rendeli a targypontokat. Ellentéfes transzfor-
maciok egymasutanja azonossidgot ad, amely minden ponthoz ugyanazt a
pontot rendeli.

A sik vagy a tér transzformacioja elfajulé, ha a teljes sik képe linedris
alakzat, illetOleg a teljes tér képe sikbeli alakzat.

Azt mondjuk, hogy egy transzformdaciéo megtart egy tulajdonsagot, ha
az ilyen tulajdonsaga alakzatokhoz ugyanilyen tulajdonsagiu alakzatokat
rendel. Igy pl. minden mozgas tavolsigtarto, egyenestarto és siktarts.

B1 Miitt csak ponttranszformaciokrdl, azaz olyan transzformaciokrdl sz6ltunk, amelvck
pontokhoz pontokat rendelnek. Szerepelnek masfajta transzformaciok is (vo. 46.5 Bl).

B2 Egy transzformacio jellemzéséhez lényegesen hozzatartozik annak a kozlése, hogy
a targypontok sszessége milyen alakzat, vagyis hogy a transzformaciot milyen ponthalmazon
definialjuk. Ez a ponthalmaz a legt6bbszor a sik vagy a tér, de a sik és a tér transzformacioin
kivill sz lehet tetszlleges ponthalmazon definmidlt transzformaciérdl is. Nem sziikséges az,
hogy a keéppontok Gsszessége a targypontok oOsszességével azonos legyen. Ha két transzfor-
macio egymasutanjarol beszéliink, akkor ehhez sziikséges, hogy az els§ transzformacié min-
den keéppontja szerepeljen a masodik transzformadcio targypontjai kozott.

Egy alakzat transzformaciojarol beszelhetiink akkor is, ha magin ezen az alakzaton
definialunk egy transzformaciot, valamint akkor is, ha egy az alakzatot tartalmazé pont-
halmazon definialt transzformaciot adunk meg, hiszen ez utdbbi is hozzarendel a széban forgs
alakzathoz egy képet. Tobbnyire az utobb emlitett esettel van dolgunk, mégpedig a teljes sik
vagy a teljes tér transzformaciéjabol indulunk ki. A mozgasnal is ez volt a helyzet. Ha csak
egy alakzaton definialjuk a transzformaciot, akkor sokszor gondot okoz az, hogy hogyan
terjessziik ezt ki a sik vagy a tér transzformacidjava.

B3 A transzformacidknak egy halmaza akkor alkot csoportot, ha a halmaz minden transz-
formacidjdhoz tartozik ellentétes transzformacio, és ez is a halmazhoz tartozik, ha tovabbi
beszelhetiink a halmaz barmely két transzformicidjanak az egymdsutdnja altal szolgiltatott
transzformaciordl, ¢s mindezek ugyancsak a halmazhoz tartoznak.

A ter mozgésai csoportot alkotnak. A 2.4-ben emlitett mozgasfajtdk mindegyike ugyan-
csak transzformaciocsoportot szolgiltat. '

A csoport algebrai fogalom. Az algebraban azt is kiilon megk{§vetelik, hogy a csoport-
mivelet asszociativ legyen. Mi errdl a kovetelésrdl nem sz6ltunk, mert transzformacidék koré-
ben ez eleve teljesiil: egy elsd és egy masodik transzformacié egymasutanjat, majd egy har-
madik transzformaciot alkalmazva nyilvdnvaléan ugyanahhoz az eredmeényhez jutunk,
mintha az elsd transzformacio utan alkalmazzuk a mdasodik és harmadik transzformaicio
egymasutanjat,

Egy csoport elemeibdl alakulé csoportot a csoport alcsoportjdnak mondjuk. Nyomban
belathatd, hogy egy transzformacidcsoportnak olyan elemei, amelyek egy bizonyos tulajdon-
sagot megtartanak, alcsoportot alkotnak. Igy adédik pl., hogy a 2.4-ben emlitett mozgas-
fajtak mindegyike a mozgéscsoport egy-egy alcsoportjat szolgaltatja, hiszen ezeket a mozgas-
fajtakat az a tulajdonsag jellemzi, hogy bizonyos alakzatok helyzete nem véaltozik meg.

Egy transzformaciécsoport kommutativ, ha barmely két elemére all, hogy egymasutanjuk
valtozatlanul ugyanazt a transzformaciét szolgaltatja akkor is, ha sorrendjiiket felcseréljiik. Az
egyenes eltolasai, valamint a sik egy pont kariili elforgatdsai kommutativ csoportot alkotnak.

B4 A sik és a tér el nem fajuld transzformdacidi koziil nevezetes szerepet jatszanak a
felegyenestarto transzformaciok. Ilyen transzformdici6é az elmozgatas is. Az itt kovetkezSkben
e felegyenestartd transzformaciok tulajdonsagaival foglalkozunk. Hangsualyozzuk, hogy csak
olyan el nem fajulé transzformaciokrdl beszélfink, amelyek a teljes sikon vagy a teljes térben
vannak értelmezve, ¢s minden félegyeneshez egy-egy teljes félegyenest rendelnek.
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Bebizonyitjuk, hogy transzforméacidink kdzdnségesek. Abbdl indulunk ki, hogy bdrmely
félegyenestartd transzformacio kollinearis pontokhoz kollinearis pontokat rendel, hiszen
harom kollinearis ponthoz taldlhato egy ezeket tartalmazd félegyenes. Ebbél kovetkezik,
hogy ha a nem kollinearis A, B, C pontok képe harom egymastol kiilonbozb kollinearis pont,
akkor egyenesiik tartalmazza az AB, AC, BC egyenesek pontjainak, valamint minden két
ilyen ponttal kollinearis pontnak, tehat az ABC sik valamennyi pontjanak a képét. Ehhez
hasonléan megallapithatjuk, hogy ha a nem komplanéris A, B, C, D pontok képe négy egy-
mastol kiilonbdzd komplanaris pont, akkor ezeknek a sikja tartalmazza az A, B, C, D pontok
altal meghatarozott egyenesek pontjainak, az altaluk meghatarozott sikok pontjainak, sét
a tér Osszes pontjainak a képét. Ezek szerint el nem fajuld félegyenestartd transzformacié eseté-
ben nincs ilyen pontharmas, illetllc, pontnégyes.

Bizonyitasunk sordn felhaszndljuk azt is, hogy a félegyenestartas miatt barmely félegye-
nesen van olyan pont, amelynek a képe megadott véges sok pont képének egyikével sem
azonos. Feltessziik, hogy egy el nem fajulo félegyenestarté transzformacio az A, A, pontok-
hoz ugyanazt a pontot rendeli, s ebb0l ellentmondast vezetiink le. A sikbeli esetben gy vesz-
szilk fel a B pontot, hogy A, A,, B ne legyenek egy egyenesen, s hogy A €s B képe ne legyen
azonos, tovabba nigy vessziik fel a C pontot a BA, félegyenesen, hogy A, B ¢€s C képe mas-mas
pont legyen. A térbeli esetben figy vessziik fel a B, C pontokat, hogy A, A,, B, C ne legyenek
egy sikban, s hogy A, B, C képe harom kiilgnboz8 pont legyen, tovabba {igy vessziik fel a
CA, felegyenesen a D pontot, hogy A, B, C és D képe mas-mas pont legyen. Konnyen belat-
hatd, hogy az igy kapott A, B, C ponthdrmas, illetbleg A, B, C, D pontnégyes rendelkezik
a fentebb emlitett tulajdonsagokkal, tehat ellentmond annak, hogy el nem fajulo leképezésrot
van szo.

Transzformacidink egyenestartok. Az egyenest ugyanis egyetlen koz0s ponttal rendel-
kez6 két félegyenesre bonthatjuk fel, a félegyenestartds és a kozOnsegesség miatt tehat az
egyenes képe is két ilyen félegyenesb(l all. Ezek a félegyenesek azonban csak egyetlen egye-
nest alkothatnak, mert az egyenes képének nem lehet hdrom nem kollinearis pontja.

Okoskodasunk azt is mutatja, hogy a félegyenes kezddpontjanak a képe a képfélegyenes
kezd6pontja. Ebbll viszont nyomban adédik, hogy transzformaicidink inverzei is ilyen fél-
egyenestarto transzformaciok. Ha ugyanis az A,, B, pontok az A, B pontok inverzei, akkor az
A, B, félegyenes az AB félegyenes képe.

Transzformdacidink szakasztarték, azaz szakaszhoz szakaszt rendelnek, hiszen a szakasz
az egyetlen olyan tobb pontbdl 4ll6 alakzat, amely két félegyenes kozos részeként allithatd
el6. A kezd6ponttartds miatt a képszakasz végpontjai a targyszakasz végpontjainak a képei.
Ez utébbi tényt is kifejezésre juttatjuk, azt mondjuk, hogy transzformacidink az Osszekdto
szakaszokat megtartjak.

Transzformacidink siktartok is. Az 0sszek(td szakaszok megtartdsabol kovetkezik ugyanis
hogy haromszégvonal képe haromszogvonal. A sik viszont azoknak a pontoknak a mertani
nelye, amelyeken 4t egy adott haromszogvonalat két pontban ér6 egyenes huzhato.

Az eddig megéllapitott tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy az el nem fajulo felegyenes-
tartd transzformdacidk mindazokat az alakzatokat megtartjak, amelyek a félegyenes, az
0sszek6t0 szakasz, az egyenes és a sik segitségével definidlhatok. Eszerint transzformacidink
megtartjak a félsikot, szogvonalat, szogtartomanyt, a tor6ttvonalat, sokszégvonalat, sokszog-
tartorhanyt, és ha a tér transzformacidjarél van szd, akkor a félteret, poliéderfeliiletet es
poliédertestet is. Ebbll kdvetkezik, hogy egy tartomany képe a fundamentalis alakzat kepén
elhelyezked§ tartomany, s hogy a hatar képe a képtartomany hatara.

Az elmondottak alkalmazhaték az elmozgatisra is. Elég lett volna ezert, ha 2.1-ben
a VII. axiéma csak a félegyenesekrfl sz6l. Megemlitjiik, hogy a késGbbi targyalds soran
czeknek a félegyenestarté leképezéseknek még tovabbi tulajdonsigaival is megismerke-
diink majd (lasd 12.1 B, 12.5 B2, 14.2B2, 17.2 B4, 23.1 B2, 30.7 B, 46.9 B3), s hogy t&bb
olyan transzformacidfajtarol lesz majd sz6, amelyre eredményeink alkalmazhatok lesznek
(lasd 6.3 B2, 11.1 B2, 17.4 B, 43.1 B1, 46.9 B3).

6.2 A tavolsagtarto leképezést egybevdgisdgnak (kongruencia) nevezzuk.
Az egybevéigosag kiilonbozé pontokhoz kiilonboz6 pontokat rendel, hiszen
kiilonben a leképezés nem volna tavolsagtarté. Ebbo6l kovetkezik, hogy az
egybevagosagnak van inverze, és ez is egybevagosag.

Két (nem feltétleniil kiilonbozdé) alakzat egybevdgé (kongruens), ha van
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olyan egybevagdsdg, amely az egyiket a masikba viszi at. Két alakzat tehat
akkor egybevagé, ha pontjaik ugy feleltethet6k meg egymasnak, hogy az egyik
alakzat tetszdleges két pontjanak tavolsaga megegyezik a masik alakzat
megfelel6 két pontjdnak a tavolsdgaval. Ha egy alakzat egy masikkal egybe-
vago, akkor ez utébbi is egybevagd az elsdvel, hiszen az egybevagdsag in-
verze is egybevagosag. Két alakzat tobbféleképpen is egybevagd lehet egy-
massal, hiszen lehetséges, hogy tobb olyan egybevagodsag van, amely egy
alakzathoz ugyanazt az alakzatot rendell.

Minden mozgads egybevagdsag, hiszen tavolsagtarté. A mozgatassal
fedésbe hozhato alakzatok tehat egybevagok. Egybevagosag természetesen
az azonossag is.

Az egybevagosag jele =~. Ha egybevagé alakzatokat pontokkal adunk
meg, akkor az egymasnak megfelel6 pontokat ugyanannyiadik helyen szokas
szerepeltetni, fgy pl. A, B,C, A=A, B,C, A azt is kimondja, hogy ennél az egy-
bevagésagnal az A,, B,, C, csticsoknak rendre az A,, B,, C, csticsok felelnek meg.

A Az egybevigdsag definicidjaban csak a tavolsagok egyenlfségérdl szoltunk, és a szogeké-
r6l nem. Ez felesleges lett volna, hiszen a tavolsagtartdsbdl a szogtartdsra mar kovetkez-

tetni lehet (lasd 11.1).
Mindenképpen helytelen azt mondani, hogy ket alakzat akkor egybevago, ha megfeleld

oldalaik és szogeik egyenl6k, hiszen ez a definicié pl. a kor esetében értelmét veszti.

Bl A geometria axiomatikus megalapozasakor, ellentétben az imént mondottakkal,
szokasos az a definicid, hogy két haromszog akkor egybevago ha megfelel§ oldalaik és szogeik
egyenldk. Ez ott dtmenetileg indokolt.

B2 Egy alakzat akkor egybevagd egy masikkal, ha van olyan, az els§ alakzaton defi-
nialt, tdvolsagtartd leképezés, amely az els6 alakzathoz képként a masikat rendeli. Két sikbeli
vagy térbeli alakzat mindenesetre egybevagé akkor, ha van olyan, a sikon vagy a térben
definidlt, tdvolsagtarté leképezés, amely az egyik alakzathoz kepként a masikat rendeli.
Kordntsem nyilvanvalé azonban az, hogy egybevago sikbeli vagy térbeli alakzatokhoz talal-
haté-e a siknak, illetfleg a térnek olyan egybevagosaga, amely az egyik alakzathoz képként
a masikat rendeli (vo. 6.1 B2). A kés6bbi fejezetekben bebizonyitjuk majd, hogy ez igaz

(lasd 11.1 B3 és 26.4 B2).
Ha két alakzatot adunk meg, és egybevagoisagukat akarjuk bizonyitani, akkor mindig

a siknak vagy a térnek olyan egybevéigdsagat keressitk, amely az alakzatokat egymaéshoz
rendeli. Nagyon kérillményes volna, ha nem igy jarnank el, hanem az egyik alakzaton defi-
nialt transzformaciét keresnénk. Ez az at is jarhat6é azonban akkor, ha veges sok pontbdl allé
alakzatokrol van szo.

B3 Konnyen beldathatd, hogy a tér egybevagosagai csoportot alkotnak, s hogy a mozgés-
csoport alcsoportja ennek a csoportnak. Nyilvanvalé az is, hogy a sik egybevagdsagai csopor-
tot alkotnak, és ez alcsoportként tartalmazza a sikmozgasok csoportjat.

6.3 Ebben a szakaszban specidlis egybevagdsagfajtakrollesz szd. Ezeket
kozos néven tikrozésnek (szimmetria) nevezziikk. A tukrozés altal hozzarendelt
képet tiikorképnek (szimmetrikus tars) mondjuk. A tiikrozések mindegyik emli-
tend§ fajtdjara &ll az, hogy minden pont sajat tikorképének a tiikorképe. Egy
alakzatrol és tiikorképérél szolva mondhatjuk tehat, hogy azok egymas tu-
korképei (szimmetrikusak).

A P pontra vonatkozo tiikrozés (centralis szimmetria) csak a P ponthoz,
a szimmetriacentrumhoz rendeli onmagat, mas A ponthoz a PA egyenesnek
azt az A-tol kiilonboz6é A, pontjat rendeli, amelyre PA = PA,. A P pontot
tartalmazo sikon beliil ez a tiikrozés a P pont koriili 180°-0s elforgatast jelent.
Kovetkezik ebbdl a ténybdl, hogy szimmetrikus szakaszok egyenldék, s hogy
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egyenes tilkorképe egyenes. Szo lehet természetesen egy egyenesen beliil is
az egyenes egy pontjara vonatkozo tiikrozésrol.

Az e egyenesre vonatkozo tiikrozés (tengelyszimmetria, axidlis szimmetria)
csak az e egyenes, a szimmetriatengely (tiikortengely) pontjait rendeli 6nma-
gukhoz. Sokszor szimmetriatengelyként az e egyenesnek csak egy szakaszat
vagy egy félegyenesét adjuk meg, és azt mondjuk, hogy arra tiikroziink.
A szimmetriatengelyt tartalmazo sikok onmaguk tiikorképei. Egy ilyen sik
pontjai titkorképeikbe jutnak, ha a sikot a szimmetriatengely koriil &tfor-
gatjuk gy, hogy a tengely altal hatarolt félsikok helyet cseréljenek. Eilfor-
gathatjuk a szimmetriatengely koriil az egész teret is tigy, hogy a tér minden
pontja tiikkorképébe jusson (vo. 6.5 B4). Belathato igy, hogy szimmetrikus
szakaszok egyenlok, s hogy egyenes tiikorképe egyenes.

Az § sikra vonatkozo tiikrozés (sikszimmetria, planaris szimmetria) olyan
tavolsagtarto leképezés, amely az S szimmetriasik (tiikkorsik) pontjait helyben
hagyja, és az § sik altal hatarolt féltereket felcseréli.

A sikon belul végrehajtott, pontra vagy egyenesre vonatkozo tiikrozések,
valamint a tér egyenesre vonatkozo tiikrozése elmozgatassal valosithato meg.
Ezért mar itt megallapithatjuk, hogy ezek a tiikrozések szogtartok.

A A sikra vonatkozd tiitkrizésr6l szemléletes képet ad a siktiikor fényvisszaverése.
Innen ered az, hogy a szimmetriat tiikrézésnek is mondjuk. Ha tiikrozésr6l beszéliink anélkiil,
hogy a tiikkrozeésfajat megadnok, akkor térben sikra vonatkozo, sikban pedig egyenesre vonat-
kozo tilikrozésre gondolunk.

Bl A sikra vonatkozd tiikrozést illet6en csak definiciét mondtunk ki, de nem lattuk be,
hogy valoban van ilyen leképezés. Ezt a kivetkezdképpen lathatjuk be: Tiikrozziik a teret
az S stk egy P pontjara vonatkozdélag, majd forgassuk el az S sikot a P pont koriil 180°-kal,
¢s a forgd sikhoz tapasztva mozgassuk el az egész teret is. E két transzformacio egymasuténja
valoban azt eredményezi, hogy az S sik pontjai helyben maradnak, hiszen ezeket kétszer tiik-
roztiik a P pontra vonatkozolag, s hogy az § sik altal hatarolt félterek helyet cserélnek, hiszen
az elsO tlikrozes ezt eredményezte, s az ezt kovet§ elmozgatas ezen a helyzeten nem valtoz-
tatott. A kapott transzformacio tavolsagtartd ¢és egyenestartd is, hiszen az egymas utdn alkal-
mazott transzformaciok ilyenek voltak. Beldttuk tehat, hogy van olyan transzformacid, ami-
lyet kerestiink.

Ha felhasznaljuk azt, hogy egy félsik két kiilonbozé pontja nem lehet a félsik hataregye-
nesének minden pontjatol ugyanakkora tavolsagra (lasd 7.3), akkor azt is belathatjuk, hogy
csak egyetlenegy olyan transzformacio van, amelyet az S sikra vonatkoz6 tiikrozésnek mond-
hatunk. Az ellenkez6 esetben volna ugyanis két olyan pont az S altal hatarolt egyik féltéren
beliil, amelyek S minden egyes pontjatol ugyanakkora tdvolsagra vannak. Ha ezen a két ponton
¢s a masik féltér egy bels6 pontjan at sikot fektetiink, akkor a két pontot tartalmazé olyan fél-
sikhoz jutunk, amelynek hataregyenesét S tartalmazza. A két pont feltételezett tulajdonsaga
valoban ellentmond tehat annak a ténynek, amelyre hivatkoztunk.

Okoskodasunk azt is mutatja, hogy a siknak a sik egy egyenesére vonatkozo tiikrozese
az egyetlen olyan tavolsagtarto leképezés, amely az egyenes pontjait helyben hagyja, €s az
egyenes altal hatarolt félsikokat egymasba viszi at.

B2 Egyes tilkrozésekrfl mar megallapitottuk, hogy szogtartok. Minden tiikrozésre
kimondhatjuk ezt majd, ha mar tudjuk, hogy minden tavolsiagtart6 leképezés egyben szog-
tarto is (lasd 11.1).

Minden tiikrozésfajtarol megallapithattuk, hogy tavolsagtarté és egyenestartd. Ebbdl
mar konnyen kovetkezik, hogy szakasztartd, mégpedig ket pont dsszekt0 szakaszahoz a két
képpont Osszekétl szakaszat rendeli, s hogy félegyenestarto is. A tfikrozések rendelkeznek
ezért mindazokkal a tulajdonsagokkal, amelyekr6l 6.1 B4 szoit.

6.4 Lehetséges, hogy valamilyen tiikrozés egy alakzathoz onmagat ren-
deli. Ekkor ezt az alakzatot szimmetrikusnak (tikros) mondjuk, és az alak-
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zatnak ezt a tulajdonsdgat szimmetridnak (tiikkrosség) nevezziikk. Egy alakzat
lehet tehat centralisan szimmetrikus (centralis), tengelyszimmetrikus vagy
sikszimmetrikus.

Forgdsszimmetrikusnak akkor mondunk egy alakzatot, ha van olyan elfor-
patas, amely az alakzatot onmagédba viszi at. Ez az elforgatas torténhetik egy
egyenes (szimmetriatengely, forgastengely) koriil, sikbeli alakzatoknal pedig egy
pont (szimmetriacentrum, forgascentrum) koriil. Természetesen csak olyan
elforgatasokra gondolunk itt, amelyek valéban megvaltoztatjdk a pontok
helyzetét.

Egy tengelyre vagy centrumra vonatkozo forgasszimmetria n-edrendii,
ha az alakzat elforgatdssal n-féleképpen hozhato onmagaval azonos helyzetbe.
Az elforgatdsok oOsszeszamlalasandl csak azt tekintjilkk, hogy az elforgatas
milyen kezd6helyzetb6l milyen véghelyzetbe visz, és itt az el nem forgatast
is szamitasba vessziik. Nyilvanvalo, hogy n-edrendii forgasszimmetria esetén
az azonos helyzetbe hozo elforgatasok szogei a teljesszog n-edrészének egész
szamu tobbszordsei. A masodrendii forgasszimmetria centralis szimmetriat,
illetéleg axidlis szimmetriat jelent. Ezért csak n = 3 esetben szokas n-edrendii
forgasszimmetriarol beszélni. Ilyenkor mindig megadjuk a forgasszimmetria
rendszamat, vagy hangstlyozzuk, hogy véges rendii forgdsszimmetriarél van
sz6. Ha a forgasszimmetria rendszama paros, akkor az alakzat egyben central-
szimmetrikus is, mégpedig a forgasszimmetria és a centralis szimmetria cent-
ruma azonos.

A forgasszimmetria akkor teljes, ha az alakzat helyzetét semmilyen, a
forgastengely, illetéleg a forgascentrum koriili elforgatas sem valtoztatja meg
Ha forgasszimmetriarél van sz6, és nem emlitjiik, hogy az véges rendi,
akkor mindig teljes forgasszimmetriara gondolunk. Ilyenkor a sikbeli alakzatot
korszimmetrikusnak, a térbeli alakzatot hengerszimmetrikusnak is mondjuk.
A forgdstest megnevezést a hengerszimmetrikus testekre hasznaljuk.

Egy térbeli alakzat gdmbszimmetrikus, ha nem valtoztatja meg a helyze-
tét, akarhogyan forgatjuk is el a teret egy pont (szimmetriacentrum) koriil.

A Zavart okozhat, ha valaki a térbeli alakzatok teljes forgdsszimmetridjara, tehat a
hengerszimmetriara a tengelyszimmetria megnevezest haszndlja. Ezt a megnevezést ugyanis
mar maisra foglaltuk le.

6.5 Sikbeli transzformacional megvizsgalhatjuk, hogy ha a transzforma-
ci6 az ABC A csticsaihoz rendre az A'B'C’'A csucsait rendeli, akkor e két ha-
romszog megegyezd vagy ellentétes koriiljarasu-e. Azt mondjuk, hogy a transz-
formacié az orientdcidt megtart-
ja, illetéleg megvaltoztatja, ha
minden esetben megegyezd, ille-

toleg minden esetben ellentétes
e _— koriiljarasti haromszogek szere-
\ // pelnek.

A sikmozgas és igy a pontra
7 % vonatkozo titkrozés is megtartia
~  azorientaciot, viszont a sik egye-

H_'_‘__,.,.-'
k_g L nesre vonatkozo tiikrozése meg-
17. dbra valtoztatja.
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Ha az a, b, ¢ félegyenesek egy pontbol indulnak ki, és nincsenek egy sikban,
megvizsgalhatjuk, hogy az a 180°-nal kisebb elforgatas, amelyik az a félegye-
nest a b helyzetbe viszi, ¢ irdnyabol nézve pozitiv-e, azaz az éoramutaté jarasa-
val ellentétes-e. Ha igen, akkor az a, b, ¢ félegyenesek ebben a sorrendben
jobbrendszert (jobbsodrasu rendszer) alkotnak (11. abra), ha pedig nem, akkor
balrendszert (balsodrasii rendszer). Ez az elnevezés onnan ered, hogy jobb ke-
ziink els6 hdrom ujja jobbrendszert alkot, amikor ezzel a harom ujjal fogunk
meg egy targyat, viszont bal keziink elsé harom ujja balrendszert alkot ilyenkor.

Minden térbeli transzformdacional megvizsgalhatjuk, hogy ha a transz-
formacio az O, A, B, C pontokhoz rendre az 0, A’, B’, C’ pontokat rendeli, és
e pontnégyeseknek egyike sincs egy sikban, akkor az 0 A, OB, OC félegyenesek
rendszerének jellege megegyezik-e az 0’'A’, O’'B’, O'C’ félegyenesek rendszeré-
nek jellegével. Azt mondjuk, hogy a transzformacio az orientdciot megtartja,
illetleg megvaltoztatja, ha minden esetben megegyezo6 jellegf, illetoleg minden
esetben ellentétes jellegli rendszerek szerepelnek.

A tér elmozgatdasai és koztiik az egyenesre vonatkozo tiikrozés is megtartja
az orientaciot, a pontra és a sikra vonatkozé tiikrozés viszont megvaltoztatja.

A A jobbrendszer definici0jat igy is szOvegezhetjiilk: Az OA, OB, OC felegyenesek jobb-
rendszert alkotnak, ha az ABCA Kkoriiljardsa a félegyenesek irdnyabdl nézve pozitiv (12.
abra). Ebbfl az is kénnyen beldthatd, hogy ha a, b, ¢ jobbrendszert alkoto félegyenesek, akkor
ez a ciklikus cserével adodé b, ¢, a €s
¢, a, b rendszerekre is all, viszont ciklikus '
sorrendjiik megvaltoztatiasakor a jobb-
rendszer balrendszerbe megy at.

Bl Ha nem a mi tapasztalati te-
riinkrél van sz6, akkor killon meg Kell
adni, hogy mit mondunk jobbrendszer-
nek, és mit mondunk balrendszernek,
ha ilyenekr8l egyaltalaban beszelni
akarunk. Ekkor a teret orientaltnak
(irdnyitott) mondjuk. Tapasztalati te-
riink mar eleve orientalt.

Egy sikot akkor mondunk orien-
tditnak, ha az 4ltala hatarelt félterekrdl
megmondjuk, hogy melyiket tekintjik
pozitivnak, és melyiket negativnak.
Orientalt térben az orientdlt sikot agy
iranyitjuk, hogy ha a sik OA, OB fel-
egyenesei 180°-nal kisebb pozitiv iranyi- 12. dbra
tott szoget alkotnak, akkor a pozitiv fél- '
térbe mutaté OC félegyenessel egyiitt
jobbrendszert alkossanak. Orientdlt térben, és igy a tapasztalati térben sem tesziink tehit
kiilénbséget irdnyitott és orientalt sik kozott. Nem tesziink kiilonbséget akkor sem, ha tér-
be be nem agyazott sikrél van sz6, ha tehat csak a sikgeometridval foglalkozunk.

Egy sikbeli egyenest orientdltnak mondunk, ha az aitala hatarolt félsikokr6l megmondjuk,
hogy melyik a pozitiv, és melyik a negativ. Irdnyitott sikban az orientalt egyenest tigy ira-
nyitjuk, hogy +90°-o0s elforgatas utdn a pozitiv félsikba vezessen. Iranyitott sikban tehat nem
teszfink killonbséget irdnyitott és orientalt egyenes kzott.

B2 Az orientacid fogalmanak megismerése lehet6vé teszi, hogy itt az egybevagosagok
és az elmozgatasok viszouyat tisztazzuk.

Felhaszndljuk azt, hogy sem a félsiknak, sem a fe¢ltérnek nincs ket olyan pontja, amelyek-
t6l a hataregyenes, illet6leg a hatdrsik minden egyes pontja ugyanakkora tavolsagra van.
Ezt mar 6.3 Bl-ben kimondtuk, mégpedig 7.3-ra tamaszkodva.
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a) A tér egybevdgdsdgai kozitt egyetlenegy olyan van, amely egy adott fe'ltefrhez, ennek hata-
rdn megadott félsikhoz és ez utobbinak a hatdrdn megadolt felegyeneshez ugyanilyen viszonylagos
elhelyezkedésti adott félteret, félsikot és félegyenest rendel. _ | ‘

Ha csak a félsikrdl és félegyenesrdl beszéliink, akkor VIIL. szerint van (megpedig egyet-
lenegy) térmozgés, amely megfeleld leképezést 1étesit. Ha ez a térmozgas az adott felteret nem
viszi az el8irt helyzetbe, hanem a kiegészit0 féltérre keépezi le, akkor az elmozgatast kovetoen
a féltér hataisi<jara titkkrozve jutunk egy feltételeinket kielégit0 egybevagosaghoz. Ilyen egybe-
vagdsag tehat mindig taldlhato.

Azt kell még belatnunk, hogy csak egy ilyen egybevagdsag van, vagyis azt, hogy a felte-
teleinket kielégit6 egybevagdsagok ugyanazt a pontot nem vihetik ket kiilonbozd helyzetbe

Az adott félegyenes pontjaira ez igy van, hiszen ezek a pontok a tavolsagtartas miatt a kép-
félegyenesnek csak a megfelel6 pontjaba juthatnak. Ugyanezt elmondhatjuk az adott fclegyenes
kiegészit6 félegyenesérll, tehat az adott félsik teljes hatdregyenesér(l is. A félsikrél szolo,
fentebb idézett tényre hivatkozva megéllapithatjuk tehat, hogy az adott félsik pontjai is csak
egyféle helyzetbe juthatnak. Ugyanezt elmondhatjuk a kiegészit0 félsikrol, tehat az adott
féltér teljes hatarsikjardl is. A féltérrdl sz616, fentebb ugyancsak idezett tenyre hivatkozva ki-
kimondhatjuk akkor, hogy az adott féltér és a kiegészitd felter minden pontja, vagyis a teljes
tér valamennyi pontja szintén csak egyféle helyzetbe juthat.

Lényegesen egyszerfibben lathatjuk be, hogy a sik egybevagosdgai kozott egyetlenegy olyan
van, amely egy adott félsikhoz és ennek hatdrdn megadott felegyeneshez ugyanilyen viszonylagos
elhelyezkedésii adott félsikot és félegyenest rendel. Minthogy a sik térbeli mozgatasa ilyen egybe-
vagbsagot szolgaltat, csak azt kell igazolni, hogy csak egy ilyen egybevagosag van, ez pedig
a térre vonatkozé allitasunk bizonyitdsabol kozvetleniil kiolvashaté. A ketféleseg itt azaltal
all el8, hogy a sik térbeli elmozgatdsa sikbeli elmozgatds-e vagy sem.

b) A tér minden egybevdgisdga vagy elmozgatds, vagy pedig elddllithato elmozgatdst kovetd,
sikra vonatkozo tikrozéssel. Ez kovetkezik abbdl, hogy az egybevagosagot a) szerint jellemez-
hetjiik egy féltér, félsik és félegyenes kezdd- és véghelyzetének megadasaval, s hogy ezeket
az alakzatokat elmozgatassal és ezt kovet( esetleges tilkrozéssel az eldirt veghelyzetbe juttat-
hatjuk el. Azt is lattuk ott, hogy a két lehetdseg koziil mindig csak az f:gylk vezet célhoz:
vagy elmozgatassal érhetiink célt, vagy pedig elmozgatast kovetd tiikrozessel.

A stk minden egybevdgdsdga vagy sitkmozgds, vagy pedig elddllithato sikmozgdst kovetd, egye-
nesre vonatkozo tiikrozéssel. Minthogy a sik egybevagosagat a) szerint egy félsik és ennek a hata-
ran elhelyezkedd félegyenes kezd0- és véghelyzetének megadasaval jellemezhetjiik, allitasunk
kovetkezik abbél, hogy a félegyenest sikmozgassal az elGirt véghelyzetbe juttathatjuk, és
ha a félsik nem jutott ezaltal az el8irt véghelyzetébe, akkor a hataregyenesre vonatkozo tikro-
zéssel ezt is elérhetjiik. | |

Ha a most bizonyitottakat az inverz egybevagosagra alkalmazzuk, belatjuk, hogy az
elmozgatast kovetd tilkrozés helyett mindkét esetben az elmozgatast megel0z0 tiikrozésrdl
is szolhattunk volna. Minden esetben szabadon elGirhatjuk azt is, hogy esetleges tiikrzéskor

melyik sikra vagy mielyik egyenesre tiikrozziink, hiszen az okoskodasban szerepld feltér, -

illet6leg félsik kezdGhelyzete szabadon valaszthato meg.

¢) A tér egybevdgdsdga akkor és csak akkor térmozgds, ha az orientdciot megtartja; a tér
minden mds egybevdgdsdga megvdltoztatja az orientdcidt. Ennek belatasa végett elég b) elsé kije-
lentésére hivatkoznunk, valamint arra, hogy a tér elmozgatasa az orientaciot megtartja,

a sikra vonatkozé tlukrozés pedig megvaltoztatja. ' ' o - ’

A sik egybevdgdsdga akkor és csak akkor sikmozgds, ha a sik orientdcidjdt megtartja; a sik
minden mds egybevdgosdga megvdltoztatja a sik orientdciojdt. Az el6z6 eredmenyinkhéz hasonléan
ez is nyomban adédik b) masodik megdllapitasabol, valamint abbél, hogy a stkmozgds a sik
orientacidjat megtartja, az egyenesre vonatkozo tiikrozes pedig megvaltoztatja.

Ezek szerint a tér és a sik egybevagésagainak csoportjan beliil a mozgéscsopor_t'nak neve-
zett alcsoportot azok az egybevagosagok alkotjak, amelyek az orientaciot megtartjak. Ennek
az alcsoportnak megvan az a sajatsiga, hogy barmely két nem az alcsoporthoz tartozo egybe-
vaglsag egymasutanja az alcsoporthoz tartoz6 egybevagosag, azaz mozgas. Ez nyomban belat-
haté, ha a masodik egybevagdsag elBallitasat azzal a tikrozessel kezdjiik, amellyel az elsdét

befejeztiik.

B3 Ha az orientacié megtartasanak és megvaltoztatasanak fogalmat ngy akarjuk beve-
zetni, hogy cz a bevezetés ne tdmaszkodjék a szemléletre, hanem csak axidmainkra épfiljon,
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akkor koriilményesebben kell eljarni. Ilyen médon szabatosabba valik az is, amit a 3. §-ban
a sikbeli iranyitasrdl és annak kétféleségér6l mondottunk.

a) A tér nem komplanaris A, B, C, D pontjaihoz hozzirendeljiik az AB félegyenest,
az AB egyenes altal hatarolt, a C pontot tartalmazoé félsikot, valamint az ABC sik Altal hata-
rolt, a D pontot tartalmazo félteret. A tér két ilyen rendezett pontnégyesérél azt mondjuk,
hogy az orientaciojuk megegyezik, ha van olyan elmozgatas, amelyik az egyik pontnégyeshez
rendelt alakzatokat a masikhoz rendeltekbe viszi at.

A sik nem kollinedris A, B, C pontjaihoz hozzarendeljitkk az AB félegyenest, valamint az

~ AB egyenes altal hatdrolt a C pontot tartalmazé félsikot. A sik két ilyen rendezett pont-

harmasardl azt mondjuk, hogy az orientacidjuk megegyezik, ha van olyan sikmozgds, amely
az egyik ponthdrmashoz rendelt alakzatokat a masikhoz rendelt alakzatokba viszi 4t.

Definicionkbdl kovetkezik, hogy az orientdcié megegyezése reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv reldci6, amely tehat a tér rendezett pontnégyeseit és a sik rendezett pontharmasait
osztalyokba sorolja. B2b)-bdl kiolvashatd, hogy mind a két esetben két osztaly van. Az orien-
tdcio az ugyanabba az osztalyba sorolt pontcsoportok kozés tulajdonséga.

Az is kiolvashaté B2b)-bdi, hogy a pontcsoport térbeli, illet6leg sikbeli elmozgatasa az
orientdciot meghagyja, viszont a tér sikra vonatkozd és a sik egyenesre vonatkozo tiikrozése
megvaltoztatja. Ezek szerint a tér egyenesre vonatkozd és a sik pontra vonatkozé tiikrozése
is meghagyja a pontcsoport orienticidjat, viszont a tér pontra vonatkozé tiikrozése megval-
toztatja azt, hiszen ez utobbi sikra vonatkozd tiikrézés és elmozgatis egymdasutanjaként allit-
hato eld (v6. 6.3 B1).

b) Bizonyitjuk, hogy ha az A, B, C, D nem komplandris pontnégyesben két szomszédos
pontot felcseréliink, akkor az orientdcio megvdltozik.

Ha a B, A, C, D pontnegyesre tériink &t, akkor a pontokhoz rendelt félsik és féltér
valtozatlan marad, viszont a hozzarendelt félegyenes az AB szakasz F felez6pontjdra vonat-
kozo tikorkepebe megy at. A harom alakzat ugyanigy modosul, ha a teret elfszor az F
pontra, azutan pedig az AB egyenesre tiikrozzilkk, Az orientdcié ezért valéban megvaltozik,
mert a pontra vonatkozo tiikrizés megvaltoztatja, az egyenesre vonatkozé tiikrozés pedig
valtozatlanul hagyija.

Amikor az A, B, C, D pontnégyesrll az A, C, B, D pontnégyesre tériink at, a pontokhoz
rendelt féltér nem valtozik meg, de a félegyenesr§l és a félsikrdl ezt nem mondhatjuk el.
A harom alakzat ugy modosul, mintha a teret el6szor a BAC < szigfelez6 egyenesére, majd
az ABC sikra tiikroztiik volna. Minthogy az els§ titkrozés a pontnégyes orientaciéjat meg-
hagyja, a masodik pedig megvaltoztatja, az orientdcié végeredményben valéban megvaltozik.

Utolsé esetként az A, B, C, D pontnégyesrdl az A, B, D, C pontnégyesre valé attérést
vizsgaljuk. Ekkor a pontokhoz rendelt félegyenes megmarad, viszont a félsik és a féltér meg-
valtozik. A félsikot az elfirt helyzetbe juttathatjuk azaltal, hogy a teret az AB egyenes koriil
elforgatjuk. Ha ezt kovetOen az ABD sikra tiikroziink, akkor a féltér is az elirt helyzetbe
jut (lasd B4d). Az orientaci6 most is megvaltozott, mert az elforgatds meghagyta, a tlikrozés
pedig megvaltoztatta. |

Bebizonyitott 4llitasunkbdl kovetkezik, hogy ha a nem komplandris A, B, C, D pontokat
permutdljuk, orientdciojuk megmarad vagy megvdltozik aszerint, hogy a permutdcio inverzidszdma
pdros-e vagy pdratlan. A ketfele orientacionak megfelelfen azt mondjuk, hogy a DA, DB, DC
félegyenesek rendszerének jellege kétf¢le lehet. Igaz tehat, hogy a félegyenesek ciklikus per~
mutacioja a-rendszer jellegét meghagyja, a tobbi permuticid pedig megvaltoztatja.

¢) Bizonyitjuk, hogy ha a sik nem kollinedris A, B, C, ponthdrmasdban két szomszédos
pontot felcseréliink, akkor az orientdcio megvdltozik.

Ha a B, A, C pontharmasra tériink at, akkor a pontokhoz rendelt félsik valtozatlan
marad, viszont a hozzajuk rendelt félegyenes az AB szakasz F felezfpontjara vonatkozé
titkorképébe megy at. Ez a két alakzat ugyanigy valtozik meg, ha a sikot elfszor az F pontra,
azutan pedig az AB egyenesre tilkrozziik. Mivel az els§ titkkrozés az orientdciét meghagyia,
a masodik pedig megvialtoztatja, az orientdcié végeredményben megvaltozik.

Ha az A, B, C pontharmasrol az A, C, B pontharmasra tériink 4t, akkor a pontokhoz
rendelt félegyenes é€s félsik megvaltozik, mégpedig mind a kett§ a BAC < szigfelezl egyenesére
vonatkozd titkorképébe megy 4t. Ez a tikrizés az orientdciét valéban megvaltoztatia.

Bebizonyitott Allitdsunkbdl kovetkezik, hogy ha a nem kollinedris A, B, C pontokal
permutdljuk, akkor orientdciojuk megmarad vagy megvditozik aszerint, amint a permutdcid
ciklikus vagy sem. Eszerint a pontok ciklusdnak megaddsa, vagy ha egy haromszég csiicsairdl
van sz0, a haromsz0g koriiljarasa az orientaciét megszabja.
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Ba* Az alapfogalmakat targyald elsO fejezet lezarasakor néhany megjegyzést tesziink
azok szamara, akik targyaldsunkat a geometriai axiomatika szemiivegén 4t figyelik. A szokasos
felepitéshez viszonyitva lényeges eltérést jelent targyaldsunkban az, hogy mi mar itt szerepel-
tettik a térmozgasokat. Ennek indokardl 2.1 B-ben mar széltunk. Felmerilhet azonban az a
ketely, hogy mi a térmozgasokkal kapcsolatosan a VIII. axiéma kimondasdn tiilmenéen olyan
tenyeket is ismertettiink ebben a szemléletre épit§ fejezetben, amelyeknek szigorti igazoldsa
az altalunk kés6bb, a térgeometria targyalasa soran bizonyitandé tételeket igényli. Ennek az
esetleg vélt logikai zavarnak az elharitisa érdekében az alabbi megjegyzéseket tessziik.

a) Ha az e egyenes egy sikot az §,, S, félsikokra bont, akkor VIII. axiomank szerint
van olyan térmozgés, amelyik az e egyenes pontjait valtozatlanul hagyja, és az S, félsikot
Sy helyzetbe viszi. Minthogy ez a térmozgas S, kiegészit§ félsikjat S, kiegészit6 félsikjaba kell,
hogy vigye, kimondhatjuk, hogy a tekintett térmozgis kétszer egymas utdn alkalmazva el
nem mozditast eredményez, azaz ez a térmozgas sajat maganak inverze. Ha tehit egy A,
pontot a térmozgas A, helyzetbe visz, akkor az A, A, szakaszt A, A, helyzetbe viszi, és ennek
kovetkeztében az A, A, szakasz felezGpontjat valtozatlanul hagyja.

Nem lehetséges azonban az, hogy az e egyenesen kiviili P pont helyben maradjon. Ebben
az esetben ugyanis térmozgAsunk nem véaltoztatnd meg sem az e egyenes pontjainak, sem
pedig a P pontot tartalma.., e &ltal hatdrolt félsiknak a helyzetét. Ez ellentmondana VIII.
axiomanknak, hiszen e szerint az axiéma szerint csak egy térmozgas rendelkezhetik a mondott
tulajdonsagokkal, viszont az el nem mozgatds is rendelkezik ezekkel.

Az elmondottakbdl kdvetkezik, hogy a homolog A,, A, pontok Osszek&té szakaszanak
felezOpontja az e egyenesen van, hogy tehat ez a térmozgas az e egyenesen Atfektetett sikok
helyzetét nem véltoztatja meg, viszont e 4ltal hatarolt félsikjaikat felcseréli. Belattuk ilyen
modon annak az 4tforgatdsnak a létezését, amelyikrdl 6.3-ban sz6ltunk.

b) Beldttuk azt is, hogy az e egyenesre vonatkoz6 tiikrozés felcseréli azokat a féltere-
ket, amelyeket egy az e egyenest tartalmazé sik hatirol. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a teret
egymast kovetfen egy sik két egyenesére tilkrozzilk, akkor a sik 4ltal hatarolt félterek nem
valtoztatjdk meg helyzetilket. A sikmozgds 2.4-ben adott definiciéja értelmében kovetkezik
'Eet[lét,k hogy ha a sikot egymast kovetGen két egyenesére tiikrozziik, akkor sikmozgishoz
jutunk.

Ha egy eltolds az a egyenes A, A, félegyenesét A, kezdGpontil helyzetbe viszi, akkor a
felegyenesnek ezt az eltolasat azaltal is megvalésithatjuk, hogy elészor az A, A, szakasz F
felez6pontjra, majd az A, pontra tilkrizzitk. Ebb6l kvetkezik, hogy a térnek az az eltolasa,
amelyik egy az a egyenes altal hatdrolt félsik helyzetét nem viltoztatja meg, és az A A,
félegyenest a mondott helyzetbe viszi, ugyancsak helyettesithet§ két egyenesre vonatkozo
ttikrozés egymdsutdnjaval, éspedig azokra az egyenesekre vonatkoz6 tiikrozésekkel, amelyel
a helyben maradé sikban vannak, és az a egyenest az F, A, pontokban mer6legesen metszik
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(13a 4bra). Tamaszkodtunk itt arra, hogy ha a sikot egy egyenesére titkrozziik, akkor a sik-
nak ezt az egyenest merllegesen metsz0 egyenesei, €s az ilyen egyenesek altal hatarolt féi-
sikjai helyben maradnak.
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A tiikrozések egymasutanjara vonatkozo fenti megallapitdsunkra hivatkozva beldttuk
ilyen modon, hogy a ter eltolasakor az elcsiisztatott félsik sikja sikmozgassal 6nmagéban tolé-
dik el, és az altala hatarolt félterek helyzete nem vaitozik meg, s hogy a sik eltolasa a helyben
marado egyenest 6nmagaban tolja el, €s az altala hatarolt félsikokat helyben hagyja. Igazol-
tuk tehat 2.4-nek az eltoldssal kapcsolatos, bizonyitasra szoruld allitasait.

A sik elforgatasat is megvalosithatjuk ket tilkrizés egymasutanjaval. Ha egy a P
forgascentrumbdl kiindulo felegyenes kezd6 ¢€s véghelyzete van adva, akkor el8szor e felegye-
nesek szbgének szigielez0 egyenesére, majd a véghelyzetet tartalmazo6 egyenesre tiikréziink
(13b abra). Tamaszkodunk itt arra, hogy a szogfelezlre tilkrozve a szog egyik szara a masikba
jut, s hogy egy egyenes helyben marad, ha 6nmagara tlikrozzilk. Az egymast kovet§ tlikrozések
ez€rt valoban egy kivant tulajdonsdgu sikmozgast szolgaltatnak. Ugyanarra a két tiikor-
tengelyre titkrizve azt a térmozgdast is megkapjuk, amelyik forgésikhoz tapasztott tér moz-
gasat jelenti. Latjuk ilyen mddon, hogy a sik elforgatasa sikmozgis abban az értelemben,
ahogyan 2.4 a stkmozgast definialta.

¢) Belattuk mar, hogy egy siknak egy pont koriili elforgatasat megvaldsithatjuk azal-
tal, hogy a teret egymast kovetGen két tengely korill forgatjuk el (mégpedig ezekre a tenge-
lyekre tlikrdzzilk). A tér tengelyek korilli elforgatasaival elérhetjiik azt is, hogy egy adott
S, felsik, amely az O, A, félegyenest a hatardn tartalmazza, megadott S, helyzetbe jusson, még-
pedig O, A, az S, hataran megadott O, A, félegyenest fedje. Ezt elérhetjilk pl. figy, hogy el6szor
az 0,0, szakasz egy felezOmerGlegesére tlkrizlink, ami altal O, A, az 0,A; helyzetbe jut, ezt
kivetOen az 0, A A, sik elforgatasa révén elérjiik, hogy O, A; az elbirt O;A; helyzetbe keriiljon,
vegill pedig az 0, A, tengely korill elforgatva az el6bb mar kétszer is elmozgatott S, félsik a
megadott S, félsikot fedje. A mondott hdrom 1épés egyike-masika természetesen esetleg el is
hagyhato. Igazoltuk ilyen modon, hogy 2.4-nek a térmozgasok eltoldsokbol és elforgatdsokbél
valo felépitésére vonatkozo kijelentése helyes, s6t azt is, hogy ebben a kijelentésben az eltola-
sokrol nem is Kkellett volna sz6lnunk.

d) Tekintsilk az e egyenes 4ltal hatarolt, nem komplanaris §,, S, félsikokat, valamint
az ezeknek a sikjai altal hatarolt, mindkét félsikot tartalmazé T,, T, féltereket. Bebizonyit-
juk, hogy van olyan sik, amely tartalmazza az e egyenest, 8 amelyre vonatkozélag az §,,
S, félsikok, valamint a T,, T, felterek egymads tfikdrkepei.

Azért tesszfik ezt, hogy teljessé tegyilk 6.5 B3b) okoskodisat. Allitasunkbél 6.5 B2a)
€s 6.5 B2b) alapjan kovetkezik ugyanis, hogy az az egybevagosag, amelyik e pontjait valtozat-
lanul hagyja, az S,, T, alakzatokat pedig S,, T, helyzetbe juttatja, a tér elmozgatasaval
nem valésithaté meg. Ha tehét e kordl ugy forgatjuk el a teret, hogy S, az S, helyzetbe jus-
son, akkor valoéban tikrozni kell még S, sikjara, ha T,-et is a Ty helyzetbe akarjuk juttatni.

Egyszer(i volna a bizonyitas, ha lapszogrol és ennek szigfelezfsikjardl sz6 lehetne. Nem
hivatkozhatunk azonban a térgeometria kés6bbi targyaldsdnak eredményeire. Hivatkozunk
viszont, immar harmadszor (v§. 6.3 B1, 6.5 B2), a kozvetlenfil kovetkez6 paragrafus egy megal-
lapitasara, mégpedig itt abban a tébbet mondé formaban is, hogy ha két pont ugyanakkora
tavolsagra van egy egyenes két pontjanak egyikét6l és masikatol, akkor a két pont ugyanakkora
tavolsagra van az egyenes minden egyes pontjatdl is. Igaz ugyan, hogy ezt 7.3-ban csak cgy
sik pontjaira mondjuk ki, jogosan alkalmazhatjuk mégis a tér pontijaira, hiszen az egyenesiink
altal hatarolt két félsikot az egyenes korilli elforgatdssal egy sikba vihetjilk.

Hangstilyozzuk, hogy bevezet§ fejezetfink akkor sem igényelne t6bbet a kés6bbiekbdl,
ha axiomadinkbdl kiindulva minden Aallitasdt szigorian bizonyitanék. A 7.3-ra vonatkozd
haromszori hivatkoz4s megbontja ugyan ezt a rendet, viszont lényegesen hozzdjarul a beve-
zet0 fejezet kerekdedségéhez.

A bizonyitéasra térve egy P, pontot veszlnk fel az S, félsik belsejében. Ha S,-et e koriil
elforgatva §, helyzetbe vissziik, akkor P, az S, félsik P, pontj4ba jut. A P, P,szakasz F felez6-
pontja nincs az e egyenesen, hiszen akkor S, és S, komplanaris volna. Tet(intsﬂk az e egyene-
sen ¢s az F ponton atfektetett S sikot. A P,, P, pontokrdl tudjuk, hogy F-t6l és e minden
egyes pontjatél ugyanakkora tdvolsigra vannak. Ugyanakkora t4avolsagra van akkor ez a
ket pont az eldrebocsatottak szerint az e egyenes A, B pontjai 4ltal meghatdrozott ABF
haromszogvonal minden pontjatél, és ugyanilyen indokol4ssal az S sik minden pontjatél is,
hiszen mindezeken a pontokon 4t hiizhaté olyan egyenes, amely az ABF hiromszgvonalat
két pontban metszi.

Az 8 sikra vonatkoz¢ tiikrizés a P, pontot a P, helyzetbe viszi, hiszen egy féltéren beliil
nincs ket killonboz8, a hatdrsik minden pontjatol ugyanakkora tavolsigra elhelyezkedd
pont. Ezt 7.3-ra hivatkozva 6.3 B!-ben megallapitottuk mar. Az S sikra vonatkozd tikrozés
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ezeK szerint megfelel a kovetelményeinknek, mert a P, pontot tartalmazé S, télsikot a P
s

pontot tartalmazé S, félsikba, és az F
tartalmazé T, félt érf) g e O z I* pontot tartalmazé T, féiteret az F pontot ugyancsak

B5 Annak ellenére, hogy mi a térmoz ' il
_ y , mozgasokat is szerepeltettiik mar, a
11{71{}::1 ég{klég%y lfgrisae gglglall%tggd%e élp;(t]s;ﬁnk. Ugg 1gﬂ((mn:lcaljuk,,, mintha a VIII. axijéml{;l:ksf Egk:szaing
’, , alakban mondtuk volna ki: A sik egy és csak epyféleké
gathatd el ugy a térben, hogy egy a sikban megadott félsik ¢ o ByJv cheppen moz-
; AT , k hatdrdn megadott féleoy
elGirt helyzetbe, egy adott félsikba és annak hatdrgn adotft féle enesbe T Racolt jecegyencs
_ , _ ( ha enesbe jusson. Nem -
kodni a bevezet0 fejezet olyan kijelentéseire sem, amelyg:ejljc alétél;’nasztélsz.alt(::orElllglgrl'1 ncll{ 't'él{}?lw?
axmmg tﬁl:{bletét is felhasznaltuk. edett VI1I.
nnek az elhatarozasnak kovetkezménye, hogy a tér i i
_ ; geometria elem
ﬁe%lﬁgasé?{kjggté?lﬁ%ﬁfciésolfgg (?lzte)repeltet ji:(k és hogy VIII. axiémank tel jees le?i?[l;sgé}[rgggfgésrzlél
iindulva 1j izonyitjuk majd (lasd 24.8). Kisér6 megijegyzéseinkb ' -
ramutatunk majd arra, hogy a térgeometria elemeinek a tar glegyzeseinkben viszont
g ’ ) alasa soran h -
nosnagl azt a tdbbletet, amit ennek a fejezetnek a térgya]ésgynyﬁjt (lasd ztfgyég)lehet nasz
sebbr t;(ettﬁs]iégnek a befogaddsdt az indokolja, hogy’ egyrészt meg akarjuk Orizni a keve-
r i éméasz 0d6, EUKLIDESre visszanyuld, hagyomanyos targyaldst, masrészt viszont elfo-
gadjuk es értékeljilk a 2.1 B-ben hangstlyozott pedagdgiai szempontokat.

MASODIK FEJEZET

A SIK ELEMI GEOMETRIAJA

Ebben a fejezetben mar hozzékezdiink a geometria rendszeres felépitésé-
hez: az elsé fejezet altal megadott alapokra tamaszkodva minden allitasunkat
bizonyitanj fogjuk. El6szeretettel alkalmazunk szemléletesen is jol kovetheto
okoskodasokat, bizonyitunk szemléletesen konnyen belathato tényeket, de
pusztan a szemléletre hivatkozva nem kozliink mar ismereteket.

Targyunk ebben a fejezetben a sik geometriaja, sikbeli alakzatok vizsga-
lata lesz. Csak az elemi geometria (szintétikus geometria) modszerével dolgozunk,
s ez azt jelenti, hogy kozvetleniil geometrial alapismereteinkre és a geometriai
alakzatok kapcsolataira épitve okoskodunk. Mas az analitikus geometria mod-
szere, amely az alakzatokat mennyiségi kapcsolatokkal jellemzi, és a geo-
metriai ismeretekhez az ilyen mennyiségi kapcsolatok vizsgalatanak a koz-
vetitésével jut el. Az analitikus geometridval mi e konyv masodik felében
foglalkozunk. Hangsulyozzuk azonban, hogy a két modszer kozott éles hatar-
vonalat vonni aligha lehet, s hogy egyes alakzatok mértékét az elemi geometria
is bevezeti, és ezekkel a mértékekkel szamolva okoskodik is.

Minthogy ebben a fejezetben csak sikgeometridval foglalkozunk, nem
hangsulyozzuk minden esetben, hogy kijelentéseink csak a sikra, egy sik
alakzataira vonatkoznak. ~

7. § Egyszerii szimmetrikus alakzatok

Egyszerli tengelyszimmetrikus sikbeli alakzatokkal foglalkozunk, s ezek-
bol alapveté tényeket olvasunk Ki.

7.1 Tétel. Egy a szimmetriatengelyt metszo egyenes akkor és csak akkor
liikdrképe onmagdnak, ha a szimmetriatengelyt merdlegesen metszi.

Bizonyitds. a) Ha egy egyenes mer(legesen metszi a tengelyt, akkor
onmaganak tiikkorképe, mert a tiikrozés a tengely pontjait helybenhagyja,
és a derékszoget derékszogbe viszi at, a metszéspontban pedig a tengelyre
csak egy meréleges allithato.

b) Ha egy egyenes metszi a tengelyt &s onmaganak tiikérképe, akkor
mer6leges a tengelyre, mert ez esetben a metszéspontban keletkezé mellék-
szogek egymas tiikkorképei, tehat egyenldk, és tudjuk, hogy ha két mellék-
szog egyenld, akkor azok derékszogek. —

Tétel. Egy pontbdl egy egyenesre egy €s csak egy merdleges egyenes bocsdthato.
Bizonyitds. Ha a pont rajta van az egyenesen, akkor allitdsunk nyilvan

igaz.
4* 7'1




