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Introduction

Ces notes de cours ont pour but d’introduire au calcul stochastique et a ses outils fon-
damentaux. Elles sont principalement destinées aux étudiants du Master 2 Mathématiques
et applications de I’Université de Rennes 1. Ces notes ont plusieurs sources d’inspiration,
dont principalement [LG1] mais aussi les notes de cours [Gué], [EGK], [Mal]. Par ailleurs,
des références standards conseillées sur le sujet sont les livres [KS], [RY] (en anglais) et
[Gal], [CM] (en frangais).

Le contenu de ces notes est le suivant :

On commence par quelques rappels gaussiens en introduction. La notion générale de
processus stochastique est présentée au Chapitre 1. Le Chapitre 2 introduit la classe des
processus gaussiens. Ces chapitres s’inspirent de [Dav] et des références classiques sont
[Bil2], [Kal].

Au Chapitre 3, on présente le mouvement brownien, processus stochastique central, dont
on discute de nombreuses propriéfentés.

Au Chapitre 4, on introduit la notion de martingale en temps continu. On revisite les
principales propriétés connues dans le cas des martingales discretes.

La notion de semimartingale, essentielle dans la théorie de 'intégration stochastique, est
présentée au Chapitre 5.

Le Chapitre 6 est consacré a la construction des intégrales stochastiques et a ses principales
propriétés.

On acheve ces notes avec la formule d’Ito dans le Chapitre 7. Ce résultat est essentiel et
constitue le point de départ du calcul stochastique qui est la suite naturelle de cours et
pour laquelle on renvoie a [JCB-stoch].

Les propriétés de l'intégrale stochastique, en particulier la formule d’Ito et le théoréeme
de Girsanov, sont des outils qui fondent le calcul stochastique.

Les prérequis de ce cours sont des probabilités de base (des fondements des probabilités
aux conséquences de la LGN et du TCL — niveau L3) pour lesquelles on pourra consulter
[JCB-proba], les martingales en temps discret (niveau M1), voir [JCB-martingale].

111



v

@©JCB — M2 Math. — Université de Rennes 1



Rappels gaussiens

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats sur les variables aléatoires gaus-
siennes et sur les vecteurs aléatoires gaussiens. Ces rappels seront utiles pour généraliser le
cadre gaussien aux processus au Chapitre 2 et présenter la notion de processus gaussien.

Variables gaussiennes

Définition 0.1 Une variable aléatoire X suit la loi normale standard N'(0,1) si elle admet
pour densité

teR— \/12_7rexp(—t2/2).

De fagon générale, une variable aléatoire X suit la loi normale N'(m,c?) (m € R, 02 > 0)
si elle admet pour densité

te R

Sio? =0, la loi est dégénérée, la variable aléatoire X est constante égale & m. Sa loi est
une mesure de Dirac en m : Px = 6,,.

Proposition 0.2 Une variable aléatoire X ~ N (m,c?) peut se voir comme la translatée et
la dilatée de Xo ~ N(0,1) par X = m + 0Xj.

Autrement dit si X ~ N(m,o?), 02 > 0, on définit la variable aléatoire centrée réduite

X = X=-m)/;_ Elle suit la loi N'(0,1). Cette action s’appelle ”centrer, réduire”.

Proposition 0.3 Une variable aléatoire X de loi N'(m,o?) a pour
— espérance : E[X] =m;
— wariance : Var(X) = o2 ;
— fonction caractéristique : px(t) = exp (imt — 02t?/2).
Si X ~ N(0,0%) alors les moments de X sont donnés pas

E[X*] = (QQH’Q'!JQ” et E[X*']=0. (1)
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Démonstration :[Esquisse] Centrer, réduire pour se ramener & X ~ N(0, 1). Calculs simples
pour E[X], Var(X). Pour la fonction caractéristique, identifier les fonctions holomorphes
Ele**] et e*’/% pour z € R et considérer z = iz. Pour les moments de tous ordres faire des
intégrations par parties successives. O

L’estimation de la queue normale suivante s’avere utile : pour N ~ N (0,1) et z > 1, on a

1 T, 1 teo 1 9
P(N > 1) = —/ e V24t < —/ te V2qt < ——_em% /2, 2
( B ) 2T Sy T N2 S, T N2 ( )

En fait, on a une estimation valable pour tout x > 0 et meilleure si x > 1 :

Proposition 0.4 Soit N ~ N(0,1) et z > 0 alors

P(N >z) < exp(—12/2).

1
V2mx?
L_exp(—2%/2), on a

Démonstration : En notant f(z) = — 7=

Cep(=a%/2)  1esp(—7/2) __esp(—i*/2)

PO TR e T

D’ou

+o0 1 ) +o0 , +oo
P(N >2x) = / mexp(—u /2)du < — f(uw)du = —[f(u)h = f(x).

g

Proposition 0.5 Soit Ny ~ N (my,03) et Ny ~ N(my,03) indépendantes. Alors Ny + Ny ~
N(my +mg, 03 + 03).

Démonstration : Par les fonctions caractéristiques, avec I'indépendance, on a :
enan: () = on ()N, (1) = exp (imyt — o7t /2) exp (imaot — 05t%/2)
= ©Xp (Z(ml + mQ)t - (O-% + Og)t2/2) = QON(ml-‘rmg,af—i-cr%)(t)

ce qui prouve le résultat. O

Proposition 0.6 Soit (X,,),>1 une suite de variables normales de loi N(mn, 02).

1. La suite (X,)n>1 converge en loi ssi m, — m € R et 02 — o> € R,. La loi limite
est alors N'(m, c?).

2. Si la suite (X,,)n>1 converge en probabilité vers X, la convergence a lieu dans tous
les espaces LP, p < +o00.
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Démonstration : 1) D’apres le théoreme de Paul Lévy, la convergence en loi X,, = X est

équivalente a avoir pour tout £ € R :

2
vx, (t) = exp (imnt — %ﬁ) — ox(t), n— +oo. (3)

Comme @x est continue et px(0) = 1, il existe t # 0 tel que |px(t)] # 0. Pour ce t, en
prenant le module dans (3), on a exp(—%ﬁ) — |ox (t)]. On déduit alors que lim,, o, 02 =

—21In|px(t)] := o? existe. Par suite, on a aussi
exp (imnt) — exp (6°2/2) px ().

Supposons que (m,),>1 est non bornée. On construit alors une sous-suite m,, — -+0o0,
k — +00 (ou —oo ce qui mene a un raisonnement analogue). Alors pour tout n > 0,

1
P(X >n) > limsup P(X,, >n) > 5
k——+o0 2

puisque, pour k assez grand, P(X,, > n) > P(X,, > m;) = 1/2 (la moyenne my, étant
aussi la médiane). En faisant n — +o0, on a P(X = +o0) > 1/2, ce qui est absurde car
P(X € R) = lim,_, . P(X, € R) = 1.

On a donc (my,),>1 bornée. Des lors, si m et m’ sont deux valeurs d’adhérence de (my,),>1,
en passant a la limite sur les bonnes sous-suites, on doit avoir ¢ = ¢t pour tout ¢ € R,
ce qui exige m = m/. Il y a donc unicité de la valeur d’adhérence, c’est a dire existence de
la limite m de m,,.

Finalement, m,, — m et o, — o (n — +00) et en passant a la limite dans (3), on a :
2
ex(t) = exp (imt - %t2>
ce qui assure X ~ N (m,c?).
2) On écrit X,, = 0,N,, + m, avec N,, ~ N(0,1). Comme X,, converge en loi, les suites
(my)n>1 €t (0,)n>1 sont bornées d’apres la partie 1). Par convexité pour ¢ > 1
|00 N+ my | < 277 (o |7 [N |7 + [m,|)

et 'expression des moments de NV,,, donnée en (1) assure alors

sup E[| X, |] < 400 Vg > 1.

n>1

Comme la convergence en probabilité donne la convergence ps d'une sous-suite X, , par le
lemme de Fatou, on a :

E[|X]Y] = E[kEI}:IOO ]Xnk\q] < lliminf]E[Xnk\q] <supE[|X,,|’] <supE[|X,|?] < +oo.

—too E>1 n>1
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Soit p > 1, la suite | X,, — X |? converge vers 0 en probabilité et est uniformément intégrable
car bornée dans L? (d’aprés ce qui précede avec ¢ = 2p). Elle converge donc dans L' vers
0, ce qui prouve 2) dans la Prop. 0.6. O

Le caractere universel de la loi normale est illustré par le résultat suivant. Il montre que la
loi normale standard controle les fluctuations par rapport a leur moyenne des effets cumulés
d’un phénomene aléatoire répété avec des répétitions indépendantes.

Dans la suite, iid signifiera indépendant(e)s et identiquement distribué(e)s, c’est a dire
de méme loi. Souvent, on notera aussi wvaiid pour variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées.

Théoréme 0.7 (TCL) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires iid, d’espérance m et
de variance finie 0® > 0. Soit S, = X| + - -+ + X,, la somme partielle. Alors

S, —nm
———— = N(0,1), n — +oo.
= (0,1)
Remarque 0.8 — Le TCL complete la loi des grands nombres : en effet, la LGN donne

Sp/n — m, c’est a dire S, —nm =~ 0. Le TCL donne la vitesse de cette convergence
(en loi) : elle est en y/n. Noter que la convergence est presque sire dans la LGN et
en loi (donc beaucoup plus faible) dans le TCL.

— La loi N(0,1) apparait a la limite dans le TCL alors que les variables aléatoires X;
sont de lois arbitraires (de carré intégrable) : ce résultat justifie le role universel de
la loi normale. Elle modélise les petites variations de n’importe quelle loi (avec un
moment d’ordre 2) par rapport a sa moyenne.

Démonstration : D’apres le théoreme de Paul Lévy, il suffit de montrer la convergence
des fonctions caractéristiques. Posons Y; = (X; — m)/o, si bien que les variables aléatoires
Y; sont indépendantes de méme loi avec E[Y;] = 0, Var(Y;) = Var(X;)/o? = 1. Notons

Sp=Yi+- 4V, et Z,=%mm = 5 Ona

0z, (t) = E [eXp (ztj—%)} —E {eXp (2%52)] = ¢s, (%)

- () o (G8) = (= ()

en utilisant vy, .1y, = Yy, ... Yy, = ¢y, par indépendance et identique distribution des
variables aléatoires Y;.

Comme Y; a un moment d’ordre 2, ¢y, est dérivable 2 fois avec ¢y, (0) = 1, ¢y, (0) =
iE[Y1] = 0 et ¢¥. (0) = ’E[Y?] = —1. La formule de Taylor & I'ordre 2 en 0 donne alors

2 2

m—(,Dl{/l(O) + 2?e(z) =1 — r + 2%¢(2)

oy, () = oy (0) + zpy, (0) + 5 5
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ou la fonction € vérifie lim, o €(z) = 0. On a donc

ee ) = (on(52)) - (1 - #eu/m)n - (1- 4+ v}

2

= o (nn (1= 1+ 2e1vm) ) =ew (o~ g+ 2evi) )
— e (-G e/va)).

(Noter que la fonction reste €(-) dans ¢y, est a valeurs complexes si bien qu’il est un peu
rapide de prendre directement le logarithme comme précédemment. Cependant I’argument
peut étre précisé sans passer par la forme exponentielle avec les logarithmes ; on renvoie a
un (bon) cours de L3 ou de M1.) On a donc pour chaque ¢t € R,

lim ¢z (t) = exp ( — t2/2) = onon (1)

n—-+oo

Le théoreme de Paul Lévy donne alors la convergence en loi de Z, vers N(0,1), ce qui
prouve le TCL. 0

Remarque 0.9 En général, lorsque n est grand, on approxime la loi d'une somme de va-
riables aléatoires #d de L*(Q2) par une loi normale grace au TCL de la fagon suivante : Soit
S, = X1 +---+ X, la somme de variables aléatoires iid X; avec 02 < 400, on a d’apres le
TCL

Xi+ -+ X, —nE[X]]

ov/n

Quand n est grand, on approxime alors la loi de X1+"'+;(\}}:”E[Xﬂ par celle de N ~ N(0,1).
Si bien que la loi de la somme S, = X; + --- + X, est approximée par celle de

= N(0,1).

nE[X] + ov/nN ~ N (nE[X,],0°n).

Reégle d’approximation : La somme S,, d’une suite de vaiid L?> de moyenne m et de variance

o? s’approrime par S, ~ N (nm,no?).

Application (Moivre-Laplace). Comme une variable aléatoire X,, de loi binomiale B(n, p)
peut se voir comme la somme de n variables aléatoires ¢; 1 < 7 < n, indépendantes de loi
de Bernoulli b(p), X,, = €1 +- - - + €,, la remarque précédente montre qu’on peut approcher
la loi B(n,p) par la loi normale N (np, np(1 — p)).
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Vecteurs gaussiens

On considere des vecteurs aléatoires dans R™. Muni de son produit scalaire canonique,
R™ est un espace euclidien. Pour deux vecteurs a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) € R", on
note (a,b) = > 1 | a;b; leur produit scalaire. On peut généraliser cette section & un espace
E euclidien (si dim(E) = n alors E ~ R").

Définition 0.10 (Vecteur gaussien) Un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) est gaussien si
et seulement si toutes les combinaisons linéaires de ses coordonnées {(a, X) = a1 X1+ -+
a, X, suivent une loi gaussienne dans R (pour tout a = (ay,...,a,) € R").

Dans un cadre euclidien E, X vecteur a valeurs dans E est gaussien ssi pour tout a € F,
(a, X) suit une loi gaussienne.

En particulier, chaque marginale X; suit une loi normale et a donc un moment d’ordre 2
fini. Les moments joints E[X;X;], 1 < 4,5 < n, sont donc bien définis (par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz) et on peut définir licitement la matrice de covariance :

Définition 0.11 La matrice de covariance d’'un vecteur gaussien X = (Xi,...,X,) est la
matrice carrée symétrique, positive

K= (COV(XZ‘, XJ)>

1<i,j<n’

St det K = 0, le vecteur est dit dégénéré.
L’espérance de X = (X1,...,X,,) est le vecteur des espérances de ses marginales

E[X] = (E[X\],...,E[X,]).

Si E[X] =0, le vecteur X est dit centré.

Fonction caractéristique gaussienne en dimension n

Si X = (Xi,...,X,) est un vecteur gaussien alors (a, X) = > | a;X; suit une loi
normale de parametres

E[(a, X)} = Ela X+ 4+ a, X, = aE[Xq] + - + a,E[X,,] = (a, E[X]),
Var ((a, X)) = Var(mX;+---+a,X,) = i a;a; Cov(X;, X;) = a' Cov(X)a.

ij=1

La variable aléatoire (a, X) suit donc la loi N'({a, E[X]), a' Cov(X)a), sa fonction caracté-
ristique est donnée par

©a,x)(T) = exp (ix(a,E[XD — %(at COV(X)CL)ZE2> :
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D’apres la définition des fonctions caractéristiques d’une variable aléatoire et d’un vecteur
aléatoire

px(z) = B[] = o x)(1).
On en déduit :

Proposition 0.12 La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X = (X1,...,X,) est
donnée par

ox(x) = exp (z(:z:,E[X]) — %(xt Cov(X)x))
. 1
= exp (z(x,E[X]) - 5(95, Cov(X):z;>) : (4)

Remarque 0.13 — La loi d’'un vecteur gaussien est connue des qu'on a le vecteur
moyenne E[X] et la matrice de covariance Cov(X).
— On parle du vecteur gaussien standard en dimension n lorsque E[X] = 0 et Cov(X) =
I,,. Sa fonction caractéristique se simplifie en

px(z) = exp (= (z,2)/2) = exp (= [|=[*/2).
— Pour un vecteur gaussien centré, on a E[X] = 0 et on montre que
(w, Cov(X)z) = E[(z, X)7],

si bien que dans le cas centré la fonction caractéristique se réécrit :

1 1
ox(x) = exp (—§<x, COV(X);U)) = exp (—§E[<x,X>2}) :
— En prenant = = (z1,0,...,0), on a
ox, (1) = px(x) = exp (iE[Xl]xl — Var(Xl)x%/Q).
On retrouve que X; ~ N(E[Xl], Var(Xl)). Plus généralement, pour tout 1 <i < n,

on a X; ~ N (E[X}], Var(X;)).

Comme pour les variables aléatoires gaussiennes, on peut se ramener a un vecteur gaussien
standard en centrant et en réduisant un vecteur gaussien quelconque non dégénéré. On a
en effet :

Proposition 0.14 Soit X ~ N(m, K) un vecteur gaussien non dégénéré (ie. det K # 0)
avec m € R™ et K sa matrice de covariance. Alors

VE (X —m) ~N(0,I,). (5)
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Si X ~ N(m, K) est dégénéré, c’est que le vecteur X vit dans un sous-espace vectoriel
strict de R™. Il faut I’étudier dans ce sous-espace vectoriel.

Démonstration : Comme le vecteur X est non dégénéré, sa matrice de covariance K est
définie (c’est a dire inversible). Il existe donc une matrice A = v/ K inversible telle que
K = AA'. (Par la méthode de Cholesky, A peut étre choisie triangulaire inférieure.) Il est

donc légitime d'utiliser v/K ' dans (5).
On montre maintenant que X = vK _I(X — m) est gaussien, standard :

)

<
(o VE (X —m))]
<
<

\/

px(z) = eXp(H?,X
s
{(VE e, X —m))]

((VE )2, X))| x exp (<i((VE ) m))

= ox (VE ) xexp (—if(VE ), m))

I
ﬁﬁﬁﬁ

©
_exp(
(

exp

On a donc bien X ~ N(0, I,,). O

Remarque 0.15 Comme pour les variables aléatoires normales, un vecteur aléatoire X ~

N(m, K) avec K inversible peut se voir comme la translatée et dilatée du vecteur gaussien
standard N ~ N(0,1,,) :
X ~VKN +m.

Indépendance de variables gaussiennes

Proposition 0.16 Soit (X,Y) un couple gaussien. Alors X et'Y sont indépendantes si et
seulement si Cov(X,Y) = 0.

Démonstration : Le sens direct est vrai quelque soit la loi de X et de Y et suit de E[XY] =
E[X]E[Y] lorsque X L Y. Pour la réciproque, on sait que, lorsque (X,Y") est un coupluie
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gaussien, X et Y sont indépendantes si et seulement si ¢(xy)(t1,t2) = @x(t1)py(ts2).
Supposons le couple centré pour simplifier. Le vecteur gaussien (X,Y’) a une matrice de

covariance diagonale :
2
(UX 02 )
0 oy

car les termes diagonaux sont Cov(X,Y) = Cov(Y, X) = 0. On déduit de l'expression (4)
de la fonction caractéristique de (X,Y’) que, pour tout t1,t2 € R, on a

1 1 1
pxy)(ti,t2) = exp ( ) (tfai + t20§2/) ) = exp ( — 575%0%() X exp ( — 525%052,)
= ex(t)ey(t2),
ce qui justifie I'indépendance de X et de Y et prouve la Prop. 0.16. O

Il est aisé de généraliser de la méme facon le résultat pour des vecteurs. Attention, il faut
bien veiller a ce que, considérés ensemble, les vecteurs forment encore un vecteur gaussien,
sinon 'exemple ci-dessous montre que le résultat est faux (cf. aussi un autre exemple ci-
dessous).

Exemple 0.17 On considére une variable aléatoire X ~ N(0,1) et une seconde variable
aléatoire ¢ indépendante de X et telle que P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. Alors X; =
X, Xy = X sont deux variables aléatoire A/(0,1). De plus, Cov(X;, X3) = E[X;X,] =
E[e]E[X?] = 0. Cependant X; et X, ne sont évidemment pas indépendantes (par exemple
parce que | X;| = | X3|). Dans cet exemple, le couple (X7, X5) n’est pas un vecteur gaussien
dans R? bien que ses coordonnées soit des variables gaussiennes.

Proposition 0.18 Soit (Xi,...,X,,Y1,...,Y,) un vecteur gaussien de dimension n + p.
Les deux vecteurs aléatoires X = (Xy,...,X,) et Y = (Y3,...,Y,) sont indépendants si et
seulement si toutes les covariances Cov(X;,Y;), 1 <i<n,1 < j <p sont nulles.

Densité gaussienne en dimension n

Soit X ~ N(0,1,) un vecteur gaussien standard en dimension n. Comme Cov(X) = I,,,
les marginales X, ..., X, sont toutes indépendantes. La loi du vecteur X = (Xq,...,X,,)
est donc la loi produit de ses marginales Py = Py, ® --- ® Px, . En terme de densité, la
densité de X est alors donnée par le produit tensoriel des densités marginales

fX(ZL‘l,. .. ,l’n) = le(ZL'l) X X an(l'n)

- (\/12_7rexp(—x%/2)> X oo X (\/E_Wexp(—wiﬂ))

= G (=l +ad)2).

On a justifié :
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Proposition 0.19 La densité d’un vecteur gaussien X ~ N(0,1,,) standard en dimension n
est 1

Px(@) = oy @0 (= Velaf o an)).

Pour passer au cas général d’un vecteur gaussien X ~ N(m, K) non dégénéré (ie. K =
Cov(X) inversible), on utilise la représentation donnée en (5) avec le vecteur gaussien réduit
N ~N(0,1,) : X ~ VKXo + m. Cela permet d’utiliser la densité déja justifiée dans la
proposition précédente : Soit A € B(R")

P(X € A) = P(VKX;+m e A)
= P(Xoe VK (A—m))

_ / exp(—||z[*/2) dr
VE Ya-my  (2m)n/2

-/ oxp(-|[VE (y—m)[[*/2) _dy

A (2m)»/2 det VK

(avec le changement de variable y = V Kz + m)
e (= (& —m), Kz — m))/2)
a4 ((2r)m det K)1/2

dz.

On a obtenu la forme générale de la densité d’un vecteur gaussien non dégénéré :

Proposition 0.20 La densité d’un vecteur gaussien X ~ N (m, K) non dégénéré est

exp ( —{(x —m), K Yz — m))/2)
((2m)™ det K)1/2 '

fx(z) =

Variables gaussiennes et vecteurs non gaussiens

On a déja vu que si un vecteur X = (X,...,X,,) est gaussien alors ses marginales X; le
sont aussi, de méme les combinaisons linéaires de ses marginales le sont. La réciproque est
fausse : si des variables aléatoires sont gaussiennes alors le vecteur formé par ces variables
n’est pas nécessairement gaussien. En effet, prenons X une variable aléatoire de loi N (0, 1)
et Y de loi donnée, pour a > 0 fixé, par

v _ X si|X]| <a,
|l X s X >

Alors Y est de loi N(0,1) en effet

oy(t) = E[e™] =E[" 1jxj<d + Ele ™ 1{x)54)]
= Ele"™ 1yx1<a)] + E[e" 1_x150)] = B[ 1x1<0)] + E[e" 14x150)]
= E[e™ (1(xj<a) + L(ix|>a))] = E[eY] = /2
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car la loi de X est symétrique : L(X) = L(—X). Puis, la variable X 4+ Y est donnée par

([ X+X=2X si |X|<a
X+¥ = {X—Xzo si |X|>a
= 2X1x12a)-

La combinaison linéaire X + Y a un atome en 0 car P(X +Y = 0) > P(|X| > a) > 0.
Elle ne suit donc pas une loi gaussienne. Le couple aléatoire (X, Y’) n’est donc pas gaussien
(sinon on devrait avoir X 4+ Y de loi gaussienne!).

De plus, cet exemple montre aussi que dans la Proposition 0.16, 'hypothese (X, Y') gaussien
est nécessaire et il ne suffit pas de supposer que X et Y sont des variables aléatoires
gaussiennes. En effet,

Cov(X,Y) = E[XY]=E[X*1xjc] — E[X*1{jxpa)]
= E[X*] - EX*1xpa)] — ELXCL x50
1 —2E[X*1{x|50})-
La fonction u(a) = E[X?1{jx|>q}] tend vers 0 en +oo par convergence dominée, est continue
et vaut E[X?] =1 en 0. Par le théoréme des varleurs intermédiaires, il existe donc a € R,

tel que u(a) =1/2 et Cov(X,Y) = 0. Pourtant, X et Y sont non indépendantes sinon la loi
du couple (X,Y) serait

P(X,y>ZPX®Py=N(0,1)®N(071>:N(< 8)((1) (1)))

qui est gaussienne, ce qui est faux. On a donc des variables aléatoires gaussiennes X et Y
non corrélées mais non indépendantes.
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Chapitre 1

Processus stochastiques

Ce chapitre présente la notion générale de processus stochastique. On décrit d’abord les
lois des processus, leurs propriétés (Section 1.1), les trajectoires des processus (Section 1.2)
et la notion de convergence faible des processus (Section 1.3).

Définition 1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (Xy)ier est une
famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T.

En général T'= R ou R, et on considere que le processus est indexé par le temps t.

Si T" est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire. Si 7' = N alors le processus
est une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand 1" C Z, le processus est dit
discret. Pour T C R, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2).

Un processus dépend de deux parametres : X;(w) dépend de ¢ (en général le temps) et de
I’aléatoire w € () :
— Pout t € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur I’espace de probabilité
(Q,F,P);
— Pourw € Qfixé, t € T — X;(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire
du processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires
mesurables; continues, dérivables ou encore plus régulieres.

Dans la suite, sauf mention contraire, on prendra 7' = R, ou [0, 1].

1.1 Loi d’un processus

Définition 1.2 (Lois fini-dimensionnelles) On appelle lois fini-dimensionnelles d’un pro-
cessus l’ensemble des lois

{;C(th,...,ti) :tl,...,tp€T7 pGN*} (]_1)

Un processus X = (X;)ier est & valeurs dans RT. On munit R” de la tribu cylindrique
o(Cyl) engendrée par la famille des cylindres :

Cyl={{z:T =R : z(t1) € A,...,z(t,) € A4}, Ay,..., A, € B(R),p € N}

3
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Il s’agit de la tribu sur R” rendant mesurables les applications coordonnées II, : € RT

x(t) € R. Il est 1égitime de regarder un processus X comme une fonction aléatoire & valeurs
dans (R”,o(Cyl)) :

©@,F) — (RT,o(Cy1))

X 1.2

{ 0 o X(w) = (X)) (1.2)

terT”

On définit bien une variable aléatoire a valeurs dans (RT,U(Cyl)). En effet pour tout
cylindre C = {z € RT : z(t;) € Ay,...,z(t,) € Ay}, on a X HC) = ", X, '(A;). Mais

i=1~“*t;

chaque X, étant une variable aléatoire, on a X, '(A;) € F et X *(C) € F. Comme Cyl
engendre o(Cyl), on a bien la (F,o(Cyl))-mesurabilité de (1.2).

On peut alors considérer la loi Px du processus sur (RT, U(Cyl)) comme mesure image P
par la variable aléatoire (1.2). En fait les lois fini-dimensionnelles (1.1) de X définissent
une loi sur (R”, o(Cyl)) par extension :

Théoréme 1.3 (Extension de Kolmogorov) Soit @ = {Qy,, .+, : t1,...,t, € T,p € N}
une famille de lois fini-dimensionnelles vérifiant les conditions de compatibilité :
— sis = (t;,,...,1;,) est une permutation det = (ty,...,t,) alors pour tout A; € B(R),
1=1,...,p, on a

Qt<A1 X+ X Ap) = QS<A7;1 X+ X Aip);
— sit=(t1,...,t,) avecp > 1,8 = (t1,...,t,_1) et A € B(RP™) alors
Qi(A x R) = Qs(A).

Alors il existe une mesure de probabilité P sur (RT,U(Cyl)) qui admet Q@ = {Q, .4, :
t1,...,t, € T,p € N*} pour famille de lois fini-dimensionnelles.

Démonstration : Admis, cf. [Kal] ou [KS]. O

Comme les lois fini-dimensionnelles d’un processus X = (X;)er satisfont immédiatement
les relations de compatibilité, le théoreme d’extension de Kolmogorov (Th. 1.3) permet
effectivement de considérer la loi Px d’un processus X sur (]RT, U(Cyl)). De plus :

Proposition 1.4 La loi Px d’un processus stochastique X = (X;)ier est entiérement carac-
térisée par ses lois fini-dimensionnelles {E(th, X)) it t, €T pe N*}.

Démonstration : Considérons deux processus XM et X partageant les mémes lois fini-
dimensionnelles. Nous montrons que leur loi P, := Pyqa) et P» := Py sont égales sur
(RT, o(Cyl)).

Remarquons que 'ensemble Cyl des cylindres est un w-systéme (stable par intersection
finie : I'intersection de deux cylindres est encore un cylindre). Notons M = {A € ¢(Cyl) :
Pi(A) = Py(A)}. Tl s’agit d’une classe monotone (R € M ; M est stable par différence
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ensembliste, M est stable par réunion croissante) et M contient Cyl (puisque X et X(?)
ont mémes lois fini-dimensionnelles) : pour un cylindre C,

P(O)=P(X) e A,... . X0 e 4) =P(XP € Ay,.... XY € 4) = R(C).

Le théoreme de classe monotone assure alors que o(Cyl) C M, ce qui prouve la Prop. 1.4. O

Il y a plusieurs facons pour des processus stochastiques X et Y d’étre égaux :

Définition 1.5 (Egalités de processus)
— Deuzx processus X et’Y ont méme lois s’ils ont méme lois fini-dimensionnelles : pour
toutpe N* et ty,...,t, €T,

(Xprr o X0) 2 (Yars .o, V).

On écrira X £ Y.

— On dira que Y est une version (ou une modification) du processus X si pour tout
teT, onaP(X;=Y;) =1

— Deuzx processus X et Y sont dit indistinguables s’il existe N € F négligeable tels
que, pour tout w ¢ N, on a X;(w) = Yy(w) pour tout t € T ; de fagcon un peu abusive
(parce que {X; =Y, : Vt € T} nlest pas nécessairent un évenement), on écrit :
PX, =Y, :VteT)=1.

Il est facile de voir que pour deux processus stochastiques X et Y, les notions d’égalité des

lois de processus s’ordonnent logiquement de la facon suivante :

Proposition 1.6 indistinguable = modification = méme lois fini-dimensionnelles.

Les implications sont strictes, comme indiqué dans les exemples ci-dessous :

Exemple 1.7 1. Soit N ~ N(0,1) et pour tout t : X, = N, Y; = —N. Alors (X;);>0 et
(Y:)t>0 ont méme lois fini-dimensionnelles tandis que P(X; = Y;) = P(2N = 0) = 0,
ie. X,Y ne sont pas version I'un de 'autre.

2. Soit 'espace de probabilité ([0, 1], B8([0,1]),A) et T = [0,1]. Considérons D la diago-
nale de [0,1] x [0, 1] et définissons

X(t,w) =0 Y(t,w), Y(tw)=1p(tw).

Pour ¢ fixé, on a X(t,w) =0 et Y(t,w) = 1 (w). On a donc X (t,w) = Y (¢,w) pour
tout w # t, c’est a dire presque strement : les processus X,Y sont versions 'un de
Pautre. Pourtant, P({w : X(t,w) =Y (t,w),Vt € [0,1]}) = 0 : les processus X et ¥’
ne sont pas indistinguables.
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Dans 'exemple 2) ci-dessus, on observe que les trajectoires de X sont continues tandis que
celles de Y ne le sont pas. En fait, c’est ce qu’il manque pour avoir une réciproque :

Proposition 1.8 Soit T' séparable (ie. T' contient une partie dense dénombrable) et X,Y
modifications avec des trajectoires continues presque surement alors ils sont indistinguables.

Remarque 1.9 Si 7" C R alors on peut supposer seulement la continuité a droite ou a
gauche des trajectoires.

Démonstration : On choisit D une partie dénombrable dense dans T'. Pour tout ¢ € D, on a
P(X; =Y;) = 1 et par dénombrabilité de D, 'ensemble A = {X; =Y, : t € D} € F est de
probabilité 1. L’ensemble B = {X et Y sont a trajectoires continues} est au de probabilité
1. Soit w € AN B tel que t — Xy(w), t — Y;(w) sont continues. On a P(AN B) = 1 et pour
weANB:

— site D,ona X, =Y;;

— sit ¢ D, il existe t, € D avec t, - t,n — +o00. Ona X;, =Y, (t, € D,w € A)
et X;, — X3, Vi, — Y, (continuité des deux trajectoires pour w € B). On a donc
X;=Y,sur AN B.

Finalement pour w € AN B : X; =Y, pour tout t € T'; ce qui signifie que X, Y sont des
processus indistinguables. U

Exemples de propriétés en loi des processus

Il existe de nombreuses classes de processus particuliers : les processus de Markov (en
particulier les chaines de Markov quand 7' = N), les martingales, les processus gaussiens, les
processus de Poisson, les processus stables ou encore les processus de Lévy (qui contiennent
les trois exemples précédents). Ces types de processus sont caractérisés par des propriétés
remarquables de leurs lois fini-dimensionnelles. Nous donnons ici quelques exemples de
telles propriétés en loi des processus. Ces propriétés sont souvent fort utiles pour modéliser
des phénomenes réels.

Définition 1.10 Un processus est dit (strict) stationnaire si pour tout h > 0, (X¢i1n)i>0 £

(Xt)i>0 ne dépend pas de h > 0, c’est a dire pour tout h > 0 et tout ty,...,t, > 0, on a
(Xivins s Xepin) = (Xers o, Xe).

Un processus est dit a accroissements stationnaires si la loi des accroissements Xyp — X
ne dépend pas de t > 0, ie. Xy — Xi £ Xy,

Un processus X est dit a accroissements indépendants si pour tout p > 1 et 0 < t; < ty <
-+ < ty, les variables aléatoires Xy, Xy, — X4y, ..., Xy, — Xy, , sont indépendantes.

Exemple 1.11 (7' = N) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On
considere S, = > | X; le processus discret des sommes partielles. On parle de marche
aléatoire. Alors (S,),>1 est un processus a accroissements indépendants. Si en plus les
variables aléatoires X,,, n > 1, sont de méme loi (les variables aléatoires sont iid), le
processus est a accroissements indépendants et stationnaires.
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1.2 Reégularité des trajectoires

D’apres I’'Exemple 1.7, les versions d'un processus stochastiques n’ont pas toujours la
meéme régularité de leurs trajectoires. Aussi, il est intéressant de chercher si un processus X
admet des versions X dont les trajectoires ont de bonnes propriétés de régularité et d’avoir
des conditions le garantissant. Dans cette section, on s’attache a trouver des versions a
trajectoires continues d’un processus.

Théoréme 1.12 (Kolmogorov—Centsov) Soit (Xy)wer un processus indexé par un intervalle
T deR et a valeurs dans (E,d) espace métrique complet. On suppose qu’il existe a,b,C > 0
vérifiant pour tout s,t € T :

E[d(X;, X,)*] < Ot — s|'*. (1.3)

Alors il existe une version X de X dont les trajectoires sont localement holdériennes d’ex-

posant vy pour tout v €]0,b/al, ie. pour tout s,t € T : d(Xs(w),)?s(w)) < Cy(w)|t — s|7.
En particulier, X est une version continue de X.

Remarque 1.13 — La condition du théoreme porte sur les lois de dimension 2 :

E[d(Xt,Xs)a} :/ |z —y|* IP’(XhXS)(dx,dy),
RQ

ce qui est une condition légere sur la loi, caractérisée par toutes les loi fini-dimension-
nelles. En pratique, pour vérifier (1.3), il faut donc calculer des moments pour des
vecteurs de dimension 2.

— Quand (E,d) = (R, |- |), a priori, dans le théoréeme, a et b sont non liés. En réalité,
on peut toujours prendre a > 1+ b. En effet, si a < 1+ b, alors (1.3) se réécrit

[

a
; :| S C|t_s|1+b—a

avec 1 +b— a > 0. En faisant s — ¢, la dérivée dans le sens L* de (X;)ier est
nulle et (X;);er est donc constant. Ce n’est donc pas tres intéressant d’utiliser le
Théoreme 1.12 dans un tel cas : puisque le processus initial est en fait constant, il
est évident qu’il est aussi continu.

— La condition b > 0 est essentielle : le processus de Poisson compensé (II; — t);>0
fournit un contre-exemple quand b = 0. Soit X; = II; — ¢ ou (II;);>0 est un pro-
cessus de Poisson (processus a accroissements indépendants, stationnaires avec des
marginales de loi de Poisson, cf. Section 4.8). On a

Ht ~ P(t), E[Ht] = t, Var(Ht) = t,
soit pour X :
E[|X: — X,|?] = Var (I, — II,) = Var (Il,_,) =t — s.
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On a donc (1.3) avec a = 2, b = 0 et C' = 1. Or les trajectoires du processus de
Poisson sont cadlag (et méme constantes par morceaux avec des sauts +1) or d’apres
la Prop. 1.8 et la Rem. 1.9, il devrait coincider avec sa version continue!

Démonstration : (Th. 1.12, Kolmogorov—@enstov) Nous supposons que 1" est 'intervalle
borné [0, 1]. Si l'intervalle T' est non borné (par exemple si T = R, ), on peut appliquer
le cas borné a T' = [0, 1], [1,2], [2,3] etc et on trouve encore que X a une modification
continue définie sur T, qui est localement holdérienne d’exposant v pour tout v €0, b/al.

Pour simplifier la présentation, on prend dans la suite 7' = [0, 1].

Il suffit de montrer que pour 7 €]0, b/a| fixé, X a une modification dont les trajectoires sont
holdériennes d’exposant 7. En effet, on appliquera alors ce résultat a une suite v, * b/a
en observant que les processus obtenus sont des versions continues du méme processus X
donc indistinguables par la Prop. 1.8.

On note D l'ensemble (dénombrable) des nombres dyadiques ¢ € [0, 1[ qui s’écrivent sous

la forme
p

t= ZekQ_k avec e € {0,1}, 1 <k <p.
k=1

Le point clef est le résultat suivant di au lemme de Borel-Cantelli :
Lemme 1.14 Pour tout v €]0,b/a[, ps il existe une constante C.(w) < 400 telle que pour

tout s,t € D :
d(Xs, Xi) < Cy(w)]t — 5|7

Preuve du lemme. Avec l'inégalité de Markov, ’hypothese (1.3) du Théoreme 1.12 entraine
que, pour a > 0et s,t €T, u>0

P(d(Xs, Xi) > u) < u E[d(Xs, Xi)*] < Cu™ |t — 5"

En appliquant cette inégalité avec s = (1—1)27", ¢t = i27" (pouri = 1,...,2") et u = 277,
on a :
P(d(X(i—l)%n, Xigfn) > 2_”7) < C2onavg—(1+b)n

En sommant sur i € [1,2"], on trouve

27’L
]P’( U {d(Xinen, Xipn) 2 2*"”}) < grgren=Hin — Cgnlbma),

i=1
Comme b — ay > 0, on a

27’L

f[@( U {d(X(i—l)Q_”>Xi2—") > 2””}) < 400
n=1

i=1
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et le lemme de Borel-Cantelli assure que presque strement il existe ng(w) € N tel que des
que n > ng(w) pour tout i € {1,...,2"} on a

d(X(i—1)2-n, Xig-n) <27, (1.4)

A fortiori, ps

K. (w) = sup( sup (X2 = )) < 400

n>1 \1<i<2n 2—m

(pour n > ng(w), le terme entre parentheses est majoré par 1 par (1.4), et il y a un nombre
fini de terme n < ng(w) : le sup,,»; ci-dessus est donc bien fini!).

On obtient alors le résultat du Lemme 1.14 avec

1—277 427
C,(w) =201 5 K, (w).

En effet, considérons s,t € D avec s < t. Soit p > 1 tel que 27771 < ¢t — s < 277, 1l existe
m > 1 tel qu’on puisse écrire s,t € D sous la forme :

s = k2P 462 P42 P 4. 4¢,27P™
t = k2P 4 2P H 2P po e 2P

ol ¢;,¢; € {0,1}. On note pour j =0,...,m

Sj = k27P + €927 + 612—p—1 44 €j2_p_j
tp = k2P +e2 P+ €277 4 27

de sorte que s = s, et t = t,,,. Par I'inégalité triangulaire, on a

d(Xs, Xy) = d(Xs,,, Xs,)
< d(Xy, Xp) + Y d(Xe X))+ d(X, L, X))
j=1 j=1
< Kv(w)Q_m + ZKV(W)Q—(ZO-H‘)V + ZKV(W)Q—(P+j)’Y
j=1 j=1
B B 2—7 B 2—7
< K,Y(w)Z L Kw(w)2 ml - + Ky(w)2 ml g
<Car Z 2~ ()T < 2P /(] — 2—7))
j=1
217 41 —-277
—py
< Ky (w) 1_ 9 2
< Cy)t—s)
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ou la derniere ligne vient de 277 < 2(t — s) et prouve le Lemme 1.14. g

On termine la preuve du Théoreme 1.12 de la facon suivante : d’apres le Lemme 1.14,
la fonction ¢t — X;(w) est ps y-holdérienne sur D, donc uniformément continue sur D.
Comme (FE,d) est complet, il existe ps un unique prolongement continu de cette fonction
a T = [0,1]. Le prolongement reste y-holdérien. Plus précisément, on pose pour tout
tel0,1]: _
Xi(w) = 15% Xs(w)

sur 'ensemble presque siur {w € 2 : K, (w) < +00} ou s — X (w) est y-holdérienne sur
D et on pose Xy(w) = o sur U'ensemble {w € Q : K(w) = +oo} négligeable ot zq est
un point fixé quelconque de E. Par construction, le processus X a alors des trajectoires
holdériennes d’exposant v sur [0, 1].

Il reste & voir que X est bien une version de X. Or Ihypothese (1.3) assure avec I'inégalité

de Markov :
E[d(Xs, X;)“] _ I

P(d(X,, X)) >¢) < (1.5)

ge g
Ainsi, pour tout t € T fixé,
X, 5 X, st
Comme par construction X, — )N(t ps quand s — t, s € D, on conclut que X; = )Aft ps par
unicité ps de la limite en probabilité. O

1.3 Convergence faible des lois de processus

On a vu qu'un processus X = (X;)ier définit en (1.2) une variable aléatoire sur
(RT, U(Cyl)). Cependant avec de bonnes propriétés trajectorielles, on peut améliorer 1’es-
pace d’arrivée (RT, U(Cyl)), typiquement si X est a trajectoires continues alors X est a
valeurs dans C' (T, R) (ou si ce n’est X, une de ses versions en utilisant le Théoreme 1.12).
Quand 7" = [0, 1] (ou T borné), C(T,R) est normé par

|l = ylloo = supla(t) —y(®)], 2,y € C(T'R), (1.6)
S

qui définit la topologie de la convergence uniforme. Il s’agit alors d’un espace de Banach.

Quand T'= R, (ou T borné), C(R,;,R) admet pour distance

+oo
d(z,y) = Z 27" min (||x — Yllsons 1), (1.7)
n=1

ot on note || — Y|loon = sup |z(t) —y(t)|, =,y € C(Ry,R),
tel0,n]
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qui métrise la convergence uniforme sur tous les compacts.

L’intérét de considérer X a valeurs dans C'(T,R) (ou un autre espace fontionnel, souvent
D(R,R), espace des fonctions cadlag —continue & droite avec des limites & gauche— dit
espace de Skorohod, cf. [Bil2]) est alors que X est a valeurs dans un espace métrique (et
méme souvent un espace métrique complet, séparable, dit espace polonais) et que dans ce
cadre la notion de convergence faible est bien développée, cf. Section 1.3.1.

On commence par s’assurer que le processus X = (X;);er reste bien une variable aléatoire

sur C(T,R) :
X:{ (Q,F) — (C(T,R),B(C(T,R))) (1.8)

w = X(w)=(Xy(w))

teT”

L’espace C'(T,R) est muni de deux tribus naturelles : la trace de la tribu cylindrique
o(Cyl) N C(T,R) et sa propre tribu borélienne B(C(T,R)). En fait ces deux tribus coin-
cident :

Proposition 1.15 Sur C(T,R), la tribu cylindrique trace coincide avec la tribu borélienne :
o(Cyl)NC(T,R) = B(C(T,R)).
Démonstration : D’abord, I1;, est continue sur (C(T,R),d) pour d en (1.7) puisque

[T () = Ty ()] = |2(t0) = y(to)| < 12 = Ylloon

pour tout n > ¢, dont on déduit aisément la continuité pour d. Des lors II;, est mesurable
sur (C(T,R), B(C(T,R)). Comme tout cylindre s’écrit C = (?_, II;.'(A;), A; € B(R), on
a bien C' € B(C(R4,R)) et donc Cyl C B(C (R4, R)) puis o(Cyl) C B(C(R4,R)).

Réciproquement, si A = {y € C(T,R) : ||z — y[/p,n] < 1} est ouvert pour la convergence
uniforme sur les compacts, on a A = ;10 I0; ' (Jo(t) — 0, 2(t) + n]) car la condition
ly(t) — z(t)| < n pour tout t € [0,n] N Q est complétée pour tout ¢ € [0,n] par continuité.
L’ouvert A s’écrit alors comme une intersection (dénombrable) de cylindres, ie. A € o(Cyl).

Puisque de tels A engendrent B(C(T,R)), on a B(C(T,R)) C o(Cyl). O

Finalement d’apres la Prop. 1.15, le processus X vu comme en (1.8) définit bien une variable
alatoire sur C'(T,R) et Px est alors une loi sur C(7,R).

1.3.1 Rappels sur la convergence faible

On rappelle la notion de convergence faible de variables aléatoires a valeurs dans un
espace métrique S. Quand S est un espace fonctionnel, typiquement C'(7,R), la variable
aléatoire est en fait un processus stochastique a trajectoires continues.
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Définition 1.16 (Convergence faible) Soit (X,,),>1 et X d valeurs dans S espace métrique
de lois P, et P, on a X,, = X (ou P, = P) si et seulement si pour toute fonction
f 8 — R continue et bornée

lim E[f(X,)] =E[f(X)].

n—-+o0o

Nous utiliserons les formulations équivalentes suivantes de la convergence faible. Pour plus
de détails on renvoie a [Bil2].

Théoréme 1.17 (Porte-manteau) Les assertions suivantes sont équivalentes quand n —
+00 pour des variables aléatoires X,, a valeurs dans un espace métrique S.

1. X, = X, ie. pour toute fonction f : S — R continue et bornée

lim E[f(X,)] =E[f(X)].

n——+oo

2. Pour toute fonction f :S — R uniformément continue et bornée

lim E[f(X,)] = E[f(X)];

n—+00
3. Pour tout fermé F, limsup,_,, P(X, € F) <P(X € F);
4. Pour tout ouvert G, liminf, ., P(X, € G) >P(X € G);

5. Pour tout A € B(S) tel que P(X € A\ 4°) =0, lim, 1o P(X,, € A) =P(X € A).

Démonstration : 1)=- 2) est évident.

2)= 3). On considere F' fermé et § > 0. Pour ¢ > 0 assez petit, G. = {z : d(z, F) < €}
vérifie P(X € G.) < P(X € F) + ¢ puisque (comme F est fermé) ()..,G. = F. On
considere f(z) = (d(z, F)/e) avec

1 si t<0
)= 1—t si 1<t<1
0 si 1<¢

Alors, on montre que f est uniformément continue sur S, f(x) =1siz € Fet f(z) =0
siz € G¢. De plus, 0 < f(x) <1 pour tout z € S. D’apres 2), on a E[f(X,,)] = E[f(X)],
n — +o00. Puis comme 1p(x) = f(2)1p(z) et f(z) = f(2)1g. (),

P(X, € F) = E[f(X,)1r(X,)] < E[f(X,)]
E[f(X)] = E[f(X)1e.(X)] <P(X € G.) <P(X € F) + 4.

Finalement,

limsupP(X, € F) < lim E[f(X,)]=E[f(X)] <P(X € F)+ .

n—+oo n—r+00
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Comme § > 0 est arbitraire, cela établit 3).

3)< 4) s’obtient facilement par passage au complémentaire.

3), 4) = 5). Soit A tel que X ¢ A\ A° ps. On a P(X € A) = P(X € A°). Avec 3) et 4)
on déduit

limsupP(X, € A) <limsupP(X, € 4) <P(X € A) =P(X € A°) <liminf P(X,, € A°).

n—+00 n—+00 n——+o0o

Finalement limsup,,_,,  P(X, € A) = P(X € A) = liminf, ,; P(X,, € A) ce qui montre
lim, 4o P(X,, € A) =P(X € A).

5)= 3). Soit F fermé et F, = {x € S : d(x,F) < ¢}. Comme les ensembles OF. = {x €
S :d(X,F) = ¢} sont disjoints, on a X ¢ OF. pour presque tout £ > 0. Pour un tel £ > 0,
d’apres 5) on a

P(X, e F) < P(X, € F)
limsupP(X, € F) < lim P(X, € F.)=P(X € F),)
n—-+00 n—+00

ce qui prouve 3) car F' = (L et P(X € F.) — P(X € F), ¢ — 0 (convergence
monotone).

4)= 1). Soit f > 0 une fonction continue. Avec le lemme de Fatou, on a

E[f(X)] = /O+OOIP(f(X)>t)dt§ /0 T hminf BUACX,) > 0t

n—-+00
+oo
< liminf/ P(f(X,) > t)dt = liminfE[f(Xn)]. (1.9)
n—-+0oo 0 n——+0o0

Pour f continue et bornée par M, on applique (1.9) & M + f et M — f pour obtenir
lim,, o0 E[f(X,,)] = E[f(X)], ce qui prouve 1). O

Proposition 1.18 Soit X et X,,, n > 1 des variables aléatoires a valeurs dans un espace
métrique S. Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier :

1. La convergence en proba X, N e implique la convergence faible X,, = X.

2. (Continuous mapping theorem) Soit f : S — S’ une application entre espaces mé-
triques. Alors si X,, = X et f est continue Px-ps, on a aussi f(X,) = f(X).

3. 81 X, X sont des processus a trajectoires continues (ie. S = C(R;,R) avec X,, = X,
on a la convergence faible des lois fini-dimensionnelles : pour tour p > 1 et t1,...,1,

(Xn(tr), ..., Xn(ty) = (X(t1),..., X(tp), n— +oo.
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Le continuous mapping theorem montre que la convergence en loi se conserve par les
applications continues : de la méme fagon que si z,, — z alors f(z,) — f(z) quand f est
continue, le résultat reste vrai pour des variables (ou processus aléatoires) qui convergent
faiblement.

Démonstration : 1) Le premier point se justifie comme pour les variables aléatoires.

2) Le deuxiéme point est une conséquence facile du théoreme porte-manteau (Th. 1.17) :
Soit F' un ensemble fermé de S. Observons que f~'(F) C f~'(F) U Dy ou Dy désigne
I'ensemble des points de discontinuité de f. En effet, soit z € f~1(F) limite d'une suite
(Tp)n>1 de f7H(F). Alors si f est continue en z, on a f(z) = lim, 4o f(z,) € F car F
est fermé et f(z,) € F, sinon c’est que x € Dy. Par le théoreme porte-manteau (Th. 1.17)
pour X,, = X, on a:

limsupP(f(X,) € F) < limsupP(X, € f~'(F)) < limsupP(X, € f~'(F))

n—-+oo n—-+0o n— 0o
< P(X € fI(F)) <P(X € f(F)) + P(X € Dy)
P(X € f7(F))

c’est a dire, encore par le théoreme porte-manteau (Th. 1.17) : f(X,) = f(X).

3) Le troisieme point est une conséquence du deuxieme point avec 'application continue
.., : C(T,R) — RP définie par IL;,._ 4, (7) = (z(t1),. .., z(tp)). O

La convergence faible de processus a trajectoires continues entraine la convergence des lois
fini-dimensionnelles. La réciproque est fausse : la convergence des lois fini-dimensionnelles
n’entraine pas la convergence faible des processus. Il peut y avoir un phénomene de perte
de masse vers l'infini comme illustré dans I'exemple suivant pour des variables aléatoires
réelles. De plus 'affirmation est fausse pour des processus qui ne sont pas a valeurs dans
C(T,R) : par exemple pour des processus cadlag, X, = X entraine X (t) = X (¢) seulement
si X est continu en .

Exemple 1.19 Sur C([0, 1], R), on considere les fonctions

2nt site0,1/2n]
Tn(t) = { 2—2nt site[l/2n,1/n].

La suite de fonction x,, converge simplement vers = 0. On considere alors la suite de loi
P, = 6., et P =0, et on observe que
— Onn’a pas P, = P car pour la fonction continue bornée f(y) = sup;ep 1) y(t), on a
flz,) =1, f(x) =0, soit

/fdPn — fle) =14 0=f(z) = /fdP, n = o0
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— Pour tout 0 < t; < --- < tp,, avec Iy, 4 (y) = (y(t1),...,y(tp)) onally, . (z) =
(0,...,0) et pour n > 1/t; aussi Iy, (z,) = (0,...0), c’est a dire la convergence
des lois fini-dimensionnelles

-1 -1
PnHtl,...7tp = Pch_’t n — +00.

p’

La convergence des lois fini-dimensionnelles n’entraine donc pas la convergence en loi de
tout le processus.

Pour éviter une telle pathologie, il faut une condition supplémentaire, c’est 1'objet de la
section suivante.

1.3.2 Equitension

L’équitension est la condition qui empéche la perte de masse probabiliste. C’est la condi-
tion qui avec la convergence des lois fini-dimensionnelles donnera la convergence faible, cf.
Théoreme 1.24. On renvoie a [Bil2] pour plus de détails sur cette notion.

Définition 1.20 (Equitension) Soit (P,),>1 une suite de mesures de probabilité sur un es-
pace métrique. La suite est dite équitendue si pour tout € > 0, il existe un compact K. tel
que pour tout n >1 on a P,(K.) >1—¢.

En fait, I"équitension s’exprime aussi par une propriété de relative compacité (dans les bons
espaces métriques : ceux qui sont séparables et complets, ie. polonais).

Définition 1.21 (Relative compacité) Une suite de mesures (P,),>1 est dite relativement
compacte si pour toute sous suite (n') C N, il existe (n") C (n') telle que P, converge
faiblement vers une mesure de probabilité.

Théoréme 1.22 (Prohorov) Soit (P,),>1 une suite de mesures dans un espace métrique
séparable complet. Alors (P,)n>1 est équitendue si et seulement si (Py,)n>1 est relativement
compacte.

Démonstration : Admis, cf. [Bil2]. O

En général-dans ce cours—, les processus qu’on considere sont a trajectoires continues et
leurs lois sont donc des mesures de probabilité sur 1’espace des fonctions continues C (7T, R),
complet et séparable pour la topologie uniforme associée a la norme uniforme || f| =
sup,cr | f(2)|, donc polonais. Dans ce cas, on a un critere d’équitension plus explicite :

Théoréme 1.23 Soit (P,),>1 la suite des lois de processus X,, a trajectoires continues. On
suppose qu’il existe a,b,C > 0 tels que pour tout s,t € [0, 1],

sup E[| X,(t) — Xu(s)|"] < CJt — s[**".

n>1

Alors la suite (Py,),>1 est équitendue.
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Noter la ressemblance avec le Th. 1.12 (Kolmogorov-Centsov).

Démonstration : Admis, cf. [Bil2]. O

Théoréme 1.24 Soit (P(”)) une suite équitendue dans C(T,R) telle que les lois fini-

dimensionnelles Pt(:.).-,tm convergent faiblement pour toutty, ..., t, € T : Pt(f_)__7tp = By,

Alors il existe P de lois fini-dimensionnelles {Ptl,__’tp ct,..ty €T, p € N*} telle que
PM = P,

n>1

En fait, la vraie condition supplémentaire nécessaire dans le Th. 1.24 est la relative compa-
cité de la suite (P,),>1 mais d’apres le théoreme de Prohorov (Th. 1.22), c’est équivalent
a I’équitension de la suite pour laquelle on dispose de criteres explicites.

Démonstration : Pour montrer que P™ = P, il suffit de voir que pour toute (n') C N, il
existe (n”) C () tel que P™") = P.

En effet, on montre qu’alors pour f continue bornée, on a [ fdP™ — [ fdP. Si ce n’était
pas le cas, il existerait f continue bornée telle que [ fdP™ 4 [ fdP, ie. il existerait € > 0

et (n') C (n) tels que
’/fdP(”') —/fdP

Par la propriété supposée, il existe (n”) C (n/) tel que P™") = P. En particulier, d’apres
le théoréme porte-manteau (Th. 1.17) [ fdP™") — [ fdP. Comme ( [ fdP™")), est une
suite extraite de ([ fdP(”/))n/, il y a une contradiction avec (1.10). La contradiction justifie
finalement la convergence cherchée : [ fdpP™ — | fap.

> e, (1.10)

Soit donc (n’) C (n) une sous-suite. Par équitension (relative compacité), il existe (n”) C
(n') et @ tels que P() = . En particulier, la convergence des lois fini-dimensionnelles

exige que Pt(ln/f,),tp = Q4,....1,- Mais par hypothese Pt(f.)“t = P, .+, et donc en particu-

N ) stp P
lier Rf(f__itp = PB,,..1,- On doit donc avoir Qy, ., = B4, pour tout ty,...,t, € T La
Prop. 1.4 assure alors P = Q. Finalement, P"") = P = @Q ce qui conclut car la premiere

partie de la preuve. Il



Chapitre 2

Processus gaussiens

Dans ce chapitre, on commence par présenter la classe des processus gaussiens dont
on introduit d’abord la loi en Section 2.1. La régularité des trajectoires est considérée en
Section 2.2. La notion d’espace gaussien est décrite en Section 2.3. Enfin, on donne plusieurs
exemples de processus gaussiens en Section 2.4.

2.1 Lois des processus gaussiens

Définition 2.1 (Processus gaussien) Un processus stochastique (X;)ier est gaussien si toutes
ses lois fini-dimensionnelles L(X,,, ..., X, ) sont gaussiennes (pour tout p € N* etty,... t, €
T).

Autrement dit X = (Xy)ier est gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire de
ses marginales a3 Xe, +- - +ap Xy, suit une loi gaussienne (pour tout p € N*, t1,... . t, €T
et ay,...,a, € R).

Remarque 2.2 Les conséquences suivantes sont immédiates :
— Toutes les marginales d'un processus gaussien sont gaussiennes.
— Toute combinaison linéaire de marginales d’un processus gaussien est encore gaus-

sienne.
Il est connu que la loi d'un vecteur gaussien (X3, ..., Xy, ) est déterminée (par exemple via
sa fonction caractéristique) par le vecteur moyenne my = (E[X,],...,E[X; ]) et la matrice

de covariance Yy = ( Cov(Xy,, th)l <ij <p). On comprend des lors que toutes les lois fini-
dimensionnelles d’'un processus gaussfenzdonc la loi du processus, cf. Prop. 1.4) est connue
des qu’on se donne la fonction moyenne m(t) = E[X;] et I'opérateur de covariance K (s,t) =
Cov(Xs, Xt). En effet, la loi fini-dimensionnelle de (X;,,..., X} ) est alors la loi gaussienne
N (m,, K,) de dimension p avec m, = (m(t1),...,m(t,)) et K, = (K(ti, t;))1<ij<p. Les
fonctions m et K définissent donc toutes les lois fini-dimensionnelles de X et donc aussi sa
loi en tant que processus, cf. Prop. 1.4. Observons en plus que

— K est symétrique : K(s,t) = K(t,s);

17



18 Chapitre 2. (©)JCB — M2 Math. — Université de Rennes 1

— K est de type positif, ie. si ¢ : T'— R est une fonction a support fini alors :

> e(s)e(t)K (s, t) = Var (Z c(s)Xs> > 0. (2.1)

s,teT seT

Réciproquement, étant donné une fonction m sur T et un opérateur K sur 17" x T', existe-
t-il un processus gaussien X admettant m pour fonction moyenne et K pour opérateur de
covariance ? La réponse est donnée par le résultat suivant :

Théoreme 2.3 Soit K une fonction symétrique de type positif sur T x T'. Il existe alors un
processus gaussien (centré) dont la fonction de covariance est K.

Démonstration : Quitte & considérer ensuite le processus X (t) + m(t), on considere pour
simplifier le cas d’un processus centré (m = 0). Il s’agit alors d'une application simple
du théoreme d’extension de Kolmogorov (Th. 1.3). On construit une probabilité PU) sur
I’espace mesurable (]RT, U(Cyl)) de telle sorte que sous P le processus des coordonnées
Xi(w) = w(t) (dit processus canonique) est un processus gaussien de fonction de cova-
riance K.

Pour cela, si {t1,...,t,} est une partie finie de 7', on construit d’abord une probabilité
(K)

P{tlv""tp}

(K (i, t;))1<ij<p (qui existe d’apres les rappels gaussiens puisque la matrice est symétrique

positive).

sur Ritt} ~ RP comme la loi du vecteur gaussien de matrice de covariance

On vérifie aisément que les lois P{(ff) - satisfont les propriétés de compatibilité du théo-

reme d’extension de Kolmogorov (Th. 1.3) qui s’applique donc.

La loi P¥) ainsi construite sur (]RT, U(Cyl)) est bien celle d'un processus gaussien puisque
par construction toutes ses lois fini-dimensionnelles sont gaussiennes avec pour fonction de
covariance K. O

Exemple 2.4 (Processus stationnaire) On considere le cas 7' = R et on se donne une
mesure finie symétrique (ie. v(—A) = v(A)) sur R. On pose alors

K(s,t) = /Rei“(ts) v(du). (2.2)

On vérifie aisément que K est un opérateur réel symétrique K (t,s) = K(s,t) (car v est
symétrique) et de type positif :

Z c(s)e(t)K (s, t) = / ‘ Zc(s)em 21/

s,teT seT

(du) > 0.

La fonction K possede la propriété supplémentaire de dépendre seulement de la différence
t — s. On parle de stationnarité faible (ou de deuxieme ordre) et on écrit alors K (t,s) =
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K(|t — s|). On en déduit aussitot que le processus (centré) X associé a K par le théoreme
précédent est stationnaire (au sens strict), c’est a dire pour tout choix de p € N* et
ti,...,t, >0, h € R, on a

(Xt1+h7 . ati+h) £ (tha e >ti).

Réciproquement, il est vrai aussi que si (X¢)¢>p est un processus gaussien stationnaire,
continu dans L? (ie. lim, ,; E[(X; — X,)?] = 0) la fonction de covariance de X est de la
forme (2.2) (théoreme de Bochner). La mesure v s’appelle la mesure spectrale du processus.

Elle véhicule beaucoup d’informations décrivant le processus. Par exemple, on a K(0) =
Var(X;) = v(R).

De fagon générale pour un processus stationnaire, on a

Proposition 2.5 (Processus stationnaire) Soit X processus stationnaire L* centré et de
fonction de covariance K. On a équivalence entre :

1. la fonction K continue en 0 ;
2. le processus X est L*-continu : lim,_; E[(X; — X,)?] =0

3. la fonction K est continue partout.
Démonstration : 1) < 2) Comme X est centré, on a

E[|X: — X.[)] = E[X7]+E[X?] —2E[X.X,]
= K(t,t)+ K(s,s) — 2K(t, s)
= 2K(0) = 2K(|t - s]),

ce qui justifie I'équivalence 1) < 2). Comme 3) = 1) est clair, on conclut avec 2) = 3) qui
vient de

K(t+h) = E[XenXo] = E[(Xern — X0) Xo] + K(t)

avec par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

[E[(Xion — X0 Xo] | < \/E[(Xern — X2 ELXF] = K ()2 Xeen — Xl

g

Au passage, on a utilisé que la stricte stationnarité d’un processus gaussien est équivalente
a la stationnarité faible :

Proposition 2.6 Un processus gaussien X est stationnaire si et seulement si t — E[X;] est
constante et K(s,t) = K(s —t) (on parle de stationnarité faible).
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Démonstration : Il est clair que ces conditions sont nécessaires, que le processus soit gaus-
sien ou pas : comme par stationnarité, on a £(X;) = L£(Xs) pour tout ¢,s, on a E[X;] =
E[X] et donc la fonction moyenne est constante ; de méme L£(X;, X;) = L( Xy, Xsin) pour
tout ¢, s, h, alors on a Cov(Xy, X;) = Cov(Xyypn, Xsin) et donc la covariance ne dépend que
de la différence t — s.

Elles sont suffisantes seulement dans le cas gaussien puisque dans ce cas, la loi est caracté-
risée par ¢t — E[X;] et par K(s,t). Il est facile alors de voir dans ce cas qu’une translation
dans les parametres de temps ne modifie pas ces fonctions sous les hypotheses de la pro-
position donc pas non plus la loi. Il

2.2 Reégularité gaussienne

Des bonnes conditions pour avoir une version assez réguliere d’un processus gaussien
sont données dans le résultat suivant, conséquence facile du Théoréeme 1.12 (Kolmogorov-
Centsov) dans le cadre gaussien.

Théoréme 2.7 (Kolmogorov-Centsov gaussien) Soit X un processus gaussien centré (E[X]
0), de fonction de covariance K(s,t). On suppose qu’il existe a > 0 et 0 < C' < 400 tels
que pour tout s,t >0 :

K(t,t)+ K(s,s) —2K(s,t) < C|t — s|*.

Alors il existe une version continue X de X. De plus, pour tout 0 < v < a/2, les trajectoires
de X sont ps holdériennes de coefficient .

Démonstration : A partir de E[| X, — X,|?] = E[X?] + E[X?] — 2E[X,X,] < C|t — s|*, on ne
peut pas appliquer directement le Théoreme 1.12 (Kolmogorov—@entsov) car a > 1 n’est
pas garanti alors que c’est requis pour le Th. 1.12. On s’intéresse plutot a E[| X, — X,[*™].
On rappelle que d’apres la Prop. 0.3, pour X variable aléatoire normale centrée, on a :

E[X2m] = 2™ yar(X)™. 11 vient alors pour tout m > 1 :

2mm]
2m m(2m)' mao

Comme cela est valable pour tout m > 1, on choisit 'entier m tel que ma > 1. D’apres le
Théoreme 1.12 (Kolmogorov-Centsov) avec
b -1
b=ma—-1, a=2m, et —:&,
a 2m

-héldérienne de X, pour tout m > 1/a. Comme lim,, % =

il existe une version m20¢n;1

5, il existe une version v-héldérienne de X pour tout v < a/2.

Finalement, les versions holdériennes pour des exposants v # ' coincident nécessairement
par indistinguabilité (Prop. 1.8). O
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2.3 Espace gaussien

On rappelle que L*(2, F,P) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (X,Y) =
E[XY].

Définition 2.8 (Espace gaussien) Un espace gaussien (centré) est un sous-espace fermé de
L3(Q2, F,P) formé de variables gaussiennes centrées.

Par exemple, si X = (X, ..., X,,) est un vecteur gaussien centré dans RP, alors Vect(X7, ..., X,)
est un espace gaussien. (Vect(Xy, ..., X,) est constitué des combinaisons linéaires d'un vec-
teur gaussien, elles sont donc gaussiennes).

Proposition 2.9 57 X = (X;)ier est un processus gaussien, le sous-espace vectoriel fermé
de L*(Q, F,P) engendré par les variables aléatoires X;, t € T, est un espace gaussien,
appelé espace gaussien engendré par le processus X .

, . . . TP (QFP) .
Démonstration : Le sous-espace vectoriel fermé Vect (Xt : t € T) est formé des
limites dans L*(Q, F,P) des combinaisons linéaires finies de marginales X;, de (X;)er.
Ces limites sont gaussiennes car

— comme (X;)er est gaussien, les combinaisons linéaires > " | a; Xy, le sont aussi;
— les limites L? de variables gaussiennes sont gaussiennes, cf. Prop. 0.6.
O

Si H est un sous-ensemble de L?(£2, F,P), on note o( H) la tribu engendrée par les variables
aléatoires Y € H.

Théoréme 2.10 Soit H un espace gaussien et soit {H;,i € I} une famille de sous-espaces
vectoriels de H. Alors les sous-espaces H;, i € I, sont orthogonaux dans L*(Q2, F,P) si et
seulement si les tribus o(H;), i € I, sont indépendantes.

Ce résultat est une généralisation des Prop. 0.16 et 0.18 pour les variables et vecteurs
gaussiens. Comme dans ces cas, il est crucial que les espaces H; soient contenus tous dans
un méme espace gaussien.

Démonstration : Si on suppose les tribus o(H;), ¢ € I, indépendantes, alors pour i # j et
XEHi,YEHj,ona
E[XY] =E[X]E[Y] =0,

ce qui signifie que les espaces H; sont deux a deux orthogonaux (le produit scalaire étant
donné dans ce contexte par la covariance : (X,Y) = E[XY]).

Réciproquement, supposons les espaces H;, ¢ € I, deux a deux orthogonaux. Par dé-
finition de l'indépendance d’une famille infinie de tribus, il suffit de montrer que pour
tous indices distincts i1,...,i, € I, les tribus o(Hj,), ..., 0(H;,) sont indépendantes. Pour
cela, il suffit de montrer que, si Y}, ... ,Ynl1 € H; ..,Yf,...,Y,{’p € H;, les vecteurs
(YY), (YF, .. Y] ) sont indépendants. En effet, pour chaque j, les ensembles

ni

17 °
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de la forme {Y{ € Ay, ..., ng € A, } forment une classe stable par intersection finie qui en-
gendre la tribu o (H;), et on peut ensuite utiliser un argument classique de classe monotone.
Pour chaque j € {1,...,p}, on considere 77, . . ., Zfﬁj une base orthonormée de Vect (Y7, ... ,YT{;).

La matrice de covariance du vecteur

mi? ma?

(VY /4 R /SN SO /)

est alors la matrice identité (car pour i # j E[ZZ]] = 0 & cause de 'orthogonalité de H; et
H;, et pour i = j, ¢’est dii au choix de Z;, 1 <1 < m;, base orthonormée de H;). Ce vecteur
est gaussien car ses composantes sont dans H, espace gaussien. D’apres la Proposition 0.18,
les composantes sont indépendantes. On conclut alors que les vecteurs

(Zt,....20 ), ... (2Y,.... 2" )

mp

sont indépendants. Comme pour chaque j € {1,...,p} le vecteur (Y7, ... , Y] ) est une

combinaison linéaire des coordonnées de (Z7,..., Z/, ), de maniere équivalente les vecteurs

(VL YD), (Y vr)

ni np

sont indépendants, ce qui prouve le Théoreme 2.10. Il

Corollaire 2.11 Soit H un espace gaussien et K un sous-espace vectoriel fermé de K. On
note px la projection orthogonale sur K. Soit X € H.

1. On a
E[X|0<K)} = pr(X).

2. Soit 0? =E[(X — pr(X))?]. Alors, pour tout borélien B de R,
P(X € Blo(K)) = Q, B),

ot Q(w, ) est la loi N (px(X)(w),0?), ie.

O, B) = — /BeXp(_@—p—Wf)Z)) i

o\ 2T 202

(et avec Q(w, B) = 15(px(X)) sio=0).

Remarque 2.12 1. D’une maniere générale, la loi conditionnelle d'une variable aléatoire
réelle X sachant une sous-tribu G est un noyau Q(w, -) G-mesurable, ie. une applica-
tion @ : Q x B(R) — [0, 1] telle que
— pour tout w, B — Q(w, B) est une mesure de probabilité sur (R, B(R)),

— pour tout B € B(R), w— Q(w, B) est G-mesurable,
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avec la propriété

P(X € B|G) = Q(w,B), VB € B(R),
et plus généralement E[f(X)|G] = [ f(y) Q(w, dy). La partie 2) du corollaire explique
alors que dans le cas gaussien, la loi conditionnelle de X sachant la tribu o(K) est
explicite, il s’agit de la loi N (px(X),0?).

2. En général, pour une variable aléatoire X dans L*(2, F,P), 'espérance conditionnelle
est donné par une projection orthogonale, ie. E[X|0(K)] = pr2(o,0(x)p)(X). Dans le
cadre gaussien, 'assertion 1) du corollaire montre que la projection orthogonale est
A faire directement sur I'espace K, bien plus petit que L?(Q,o(K),P) ou il faut en
général projeter.

3. L’assertion 1) porte aussi le principe de la régression linéaire. Par exemple, si (X7, Xo, X3)
est un vecteur gaussien, la meilleure approximation de X3 connaissant X; et X s’écrit
M X7+ A X5 ot \j et Ay sont déterminés en disant que X3 — (A X7 + Ao Xs) est or-
thogonal a Vect(X7, Xs).

Démonstration : 1) Soit Y = X — pg(X). Alors Y est orthogonal a K et d’apres le
Théoreme 2.10, Y est indépendante de o(K). On a donc

E[X|o(K)] = E[pr(X)|o(K)] +E[Y]o(K)] = pr(X) + E[Y] = p(X).

2) On écrit, pour toute fonction f mesurable positive sur R,

E[f(X)|0(K)] = E[f(px(X) + V)]0 (K / F(px(X) + y)Py(dy)

ou Py est la loi de Y qui est une loi (0, 0?) puisque Y est une variable gaussienne (cen-
trée) de variance o2. (On a utilisé le fait général suivant : si Z est une variable aléatoire
G-mesurable et si Y est indépendante de G alors Elg(Y, 2)|G] = [ g(y, Z)Py(dy).) Le ré-
sultat annoncé en 2) découle aussitot de la formule précédente. U

2.4 Exemples de processus gaussiens

Avant d’étudier en détails le mouvement brownien au Chapitre 3, on décrit brievement ce
processus ainsi que quelques autres processus qui lui sont associés.

Mouvement brownien

Soit T' = R, le mouvement brownien (standard) (B;)i>o est le processus gaussien
défini par E[B;] = 0 et K(s,t) = min(s,t) (et a trajectoires presque surement continues).
On l'appelle aussi processus de Wiener. Noter que K(t, s) = min(¢, s) est bien de type
positif au sens de (2.1) puisqu’en écrivant K(t,s) = [5 1joq(2) 1,5 () dz, on a

3 efs)e(t)K (s, 1) /Z )10, (2)c(t) L0 (2 )dx:/R(Zc(m[o,ﬂ(x))Qda:zo.

steT s,teT teT
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Propriétés immeédiates

1) By = 0 car la loi de By est N(0,0) = dy, la loi dégénérée en 0.

2) (By)>0 est un processus a accroissements indépendants. En effet soit 0 <t <y < t3 <
ty, ON a

COV(Btz o Btm Bt4 - Bts) = E[(B& o Btl)(Bt4 - Bts)]
= E[B:,Bi,| — E[By, By.] — E[B, By,] + E[By, By, ]
- t2_t2_t1+t120.
Les variables aléatoires By, — By, et B;, — By, sont donc non corrélées. Comme elles sont

gaussiennes, elles sont indépendantes. On justifie de méme l'indépendance de n accroisse-
ments.

3) B, ~ N(0,t) car E[B;] = 0 et Var(B;) = K(t,t) = t.
4) Si s <t,on a B, — By ~ B;_,. En effet E[B;, — B,] = E[B,] — E[Bs] =0 et

Var(Bt — BS) = COV(Bt — Bs, Bt — Bs)
= COV(Bt, Bt> -2 COV(Bt, BS) + COV(BS, Bs)
= t—2s+s=1—s.

Comme B; — By est de loi normale (combinaison linéaire des marginales d’'un processus
gaussien), on a B; — B, ~ N(0,t — s) ~ By_.

5) Autosimilarité : B, = \%Bct, t > 0, définit encore un mouvement brownien (standard).

6) Comportement analogue en 0 et en 400 : B’t =th pnt > 0, définit encore un mouvement
brownien standard.
Le processus (Bt)i>0 a donc des comportements liés au voisinage de 0 et en 400

7) Localisation : pour tout ¢y > 0, B, = By, — By, t > 0, définit encore un mouvement
brownien standard.
Le processus (B;):>o a donc le méme comportement en 0 et en tout to > 0.

8) (By)i>0 a des trajectoires ps holdériennes d’ordre v pour tout v €]0,1/2[ mais ps non
dérivables.

En effet, E[|B, — Bs|?] = |t — s|, donc la continuité holdérienne suit du Théoréme 2.7.
On admet la non-dérivabilité des trajectoires, cf. Chapitre 3 et théoreme de Kolmogorov-
Centsov (Th. 2.7).

[Graphe typique des trajectoires.]

Pont Brownien

Soit T' = [0, 1], le pont brownien (By)icjo1] est le processus gaussien centré défini par la
fonction de covariance K(s,t) = min(s,t) — st.
[Graphe typique des trajectoires.]
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Proposition 2.13 On peut définir directement un pont brownien B° a partir d’un mouve-
ment brownien B par
B =B, —tB,, t>0.

Démonstration : En effet, d’abord (B; —t5)co,1] est gaussien, centré puis pour s, t € [0, 1],
on a

Cov(B; —tBy, Bs — sBy)

= Cov(By, Bs) — t Cov(By, Bs) — t Cov(Bs, By) + ts Cov(By, By)

= min(t,s) —ts — st +ts

= min(t, s) — ts.

Comme le processus (B; — tB1)teo,1] est gaussien, centré avec la bonne covariance, il s’agit
d’un pont brownien. O

Réciproquement, on peut construire le mouvement brownien B sur T' = [0, 1] a partir du
pont brownien B° et d’une loi normale N ~ AN(0,1) indépendante de B° par

B, = B +IN.

Exercice 2.14 Vérifier par un calcul de covariance qu’on définit ainsi un mouvement brow-
nien.

Propriétés immeédiates

1. Ef = Bj_,, t > 0, définit encore un pont brownien. Le pont brownien est donc
symétrique en 0 et en 1 par retournement du temps.

2. (By)i>0 a des trajectoires ps holdériennes d’ordre v pour tout v €]0, 1/2[ mais ps non
dérivables.

L’argument est le méme que pour le mouvement brownien avec E[(By)?] =t — t%.

3. Un pont brownien B° est un mouvement brownien B conditionné a valoir 0 a la date
t =1 (conditionnement singulier).

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit T'= R, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est le processus gaussien centré défini par
U, = e’t/ZB(et)

olt B est un mouvement brownien. On montre facilement que U; ~ N(0, 1) car Var(U;) = 1,
ce processus est donc stationnaire. Sa fonction de covariance est donnée par

K(s,t) =exp (— [t — 5]/2).
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Elle ne dépend que de la différence (¢t — s), il s’agit bien d’un processus stationnaire de
fonction de covariance plus simplement donnée par K (t) = e~1#/2 (exercice). Elle est donnée
du

sous forme intégrale (2.2) avec la mesure spectrale v(du) = O+
m u

Brownien géométrique

Ce n’est pas un processus gaussien mais 1’exponentiel d’un processus gaussien. Il s’agit de
Sy =wexp (ut + 0By — 0?t/2), t>0. (2.3)

Un tel processus modélise le cours d’un actif S; soumis a un taux d’intérét p > 0 et a une
volatilité o > 0 et qui vaut x au temps 0.

On le trouve en supposant comme Samuelson qui I’a introduit que les rendements entre
deux périodes sont mesurés par les logarithmes des cours S;.

On suppose de plus que les rendements entre 0 et ¢ suivent un mouvement brownien de
tendance (drift) p—o0?/2 et de coefficient de diffusion (volatilité) o. Cela se traduit par les
propriétés suivantes sur les prix (S¢)i>o :
- S() =X.
— Les rendements log S; —log S, suivent une loi gaussienne de moyenne (u—o?/2)(t—s)
et de variance o%(t — s).
— Pour tout tp =0 <¢; <--- <1, les accroissements relatifs Stz.H/Sti, 0<i<p-—1,
sont indépendants.
On en déduit qu'il existe un mouvement brownien (By):;>o tel que en t, S; = xexp(ut +
oB; — 0?t/2).

Bruit blanc gaussien
Soit (A, 1) un espace mesuré et U = {A € A: u(A) < +o00}.

Le bruit blanc est un processus gaussien (X 4)ac4 indexé par 'ensemble des mesurables A
défini par E[X 4] = 0 et Cov(X4, Xp) = (AN B).

I faut appréhender le buit blanc comme une mesure aléatoire A — X4(w). Elle est
aléatoire car X4 dépend de w. On connait quand méme la loi de X (A) ~ N (0, u(A)).

Attention cependant, un bruit blanc n’est pas une vraie mesure car A — X4 n’est pas

o-additif.
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Mouvement brownien fractionnaire

Soit T = R,. Le mouvement brownien fractionnaire (mBf) (B (¢));>q est le processus
gaussien centré défini par la fonction de covariance

1
K (5,) = 5 (151 21 — s — tH).

Le parametre H s’appelle indice de Hurst.

Propriétés immédiates
1. Pour H = 1/2, le mBf devient le mouvement brownien standard.
2. On a E[|BH(t) — BH(s)|?] = |t — s|*".
3. Autosimilarité : B (t) = ¢ BH (ct), t > 0, définit encore un mBf d’indice H.
4

. Les accroissements du mBf ne sont indépendants que lorsque H = 1/2 (c’est a dire
dans le cas du mouvement brownien).

Cas H = 1. On a E[B#(t)B"(s)] = st. On montre alors qu’il s’agit d'un processus
dégénéré de la forme B (t) = tBH(1). 1l s’agit en fait d’une droite aléatoire. (Dans ce cas,
la dépendance est tres forte dans la trajectoire!)

Cas H=0.0n a

E[B(1)B"(s)] = = (Is° + 1" — |s — t°) = { 1/2 sis At

1 sis=t.

N | —

Dans le cas H = 0, on peut construire le mBf de la fagon suivante : soit (Y;);>¢ une suite de
variables aléatoires indépdendantes et Z une variable aléatoire indépendante de (Y;)¢>. On
les prend de 1oi Y; ~ Z ~ N(0,1). Considérons alors X; = "++2)//2. On montre facilement
que X; a bien la covariance cherchée. On constate alors que les trajectoires de (X;);>¢ sont
completement discontinues.

[Graphe typique des trajectoires.]

De fagon générale, pour 0 < H < 1, les trajectoires du mBf (B (t));>¢ sont S-héldériennes
pour tout ordre 5 €]0, H|. Cela est dit au Théoreme 2.7 de régularité des processus gaussiens
(Kolmogorov-Centsov).
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Chapitre 3

Mouvement brownien

Dans ce chapitre, on présente le mouvement brownien (mB). Nous renvoyons a [LGO]

pour une introduction générale de ce processus, a [KS], [RY] pour une description détaillée
des principales propriétés du mouvement brownien.
On commence par quelques dates marquantes de I’histoire du mouvement brownien en
Section 3.1 avant de définir le mouvement brownien en Section 3.2. On en étudie les
propriétés en loi en Section 3.4, propriétés des trajectoires en Section 3.5, la variation
quadratique en Section 3.6. On étudie enfin la propriété de Markov forte en Section 3.7 avec
notamment le principe de réflexion. On revient a 1’équation de la chaleur en Section 3.8.

Historiquement, le mouvement brownien a été exhibé pour représenter des mouvements
qui évoluent au cours du temps de fagon particulierement désordonnée, par exemple en
physique pour représenter des particules microscopiques soumises aux multiples chocs de
leur environnement ou en finance pour représenter des cours de bourses tres volatiles.
Le mouvement brownien joue un role central dans la théorie des processus stochastiques
(comme la loi normale standard A(0,1) pour les lois de probabilités sur R). Il apparait
dans de nombreuses situations aussi bien théoriques qu’appliquées et il offre un cadre assez
simple oul de nombreux calculs peuvent étre menés.

3.1 Historique

En 1827, la premiére description (heuristique) du mouvement brownien est due au bota-
niste écossais Robert Brown (qui lui a donc donné son nom). Il observe de fines particules
organiques en suspension dans un gaz ou un fluide et en décrit les mouvements particu-
lierement erratiques, au point que plusieurs physiciens estiment ensuite pendant le 19eme
siecle que ce mouvement ne semble pas admettre de tangente. On ne pourrait donc pas
parler de vitesse, ni lui appliquer les lois classiques de la mécanique!

En 1900, la premiere approche mathématique du mouvement brownien est due au francais
Louis Bachelier (dans sa Théorie de la spéculation). 11 Pintroduit pour modéliser la dyna-
mique des prix des actions a la bourse. Sa démarche sera cependant oubliée jusque vers les
années 1960.

29
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En 1905, I'allemand Albert Einstein (dans sa Théorie de la relativité restreinte) construit
un modele probabiliste pour décrire le mouvement d’une particule qui diffuse : il montre
notamment que la loi de la position a 'instant ¢ de la particule, sachant que 1’état initial
est x, admet une densité qui vérifie ’équation de la chaleur et de ce fait est gaussienne.
Davantage d’explications sur les relations entre mouvement brownien et équation de la
chaleur sont données en Section 3.8.

La méme année qu’Einstein, le physicien polonais Marian von Smoluchowki utilise des pro-
menades aléatoires pour décrire le mouvement brownien dont il en est les limites.

En 1923, 'américain Norbert Wiener donne une premiere construction mathématique ri-
goureuse du mouvement brownien en tant que processus stochastique. Il établit en parti-
culier la continuité de ses trajectoires.

Dans la période 1930-1960, de nombreuses propriétés du mouvement brownien sont ensuite
établies notamment par le frangais Paul Lévy. La notion d’équation différentielle stochas-
tique est introduite. Le japonais Kiyoshi It0 les généralisera et les analysera avec son traité
de 1948. Cette démarche tres féconde établit des liens importants entre analyse et proba-
bilité et fonde ’analyse et le calcul stochastiques.

Les relations entre probabilités et physique sont, elles, explorées via le mouvement brow-
nien et ses généralisations des 1930 par les néerlandais Leonard Ornstein et George Eugene
Uhlenbeck en suivant une idée du francais Paul Langevin. Ils montrent que le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck décrit la situation d’équilibre d’'un modele dirigé par le mouvement
brownien.

Depuis, de nombreux tavaux sont consacrés au mouvement brownien, a ses généralisations
et au calcul stochastique. Citons pour terminer Wolfgang Déblin, mathématicien franco-
allemand dont les travaux précurseurs en analyse stochastique (fin des années 30) sont
restés méconnus jusqu’a l'ouverture de son célebre pli cacheté en 2000 a 'académie des
sciences de Paris (Doblin, mobilisé pendant la deuxieme guerre mondiale avait envoyé ses
travaux depuis le front, par crainte de ne pas revenir de la guerre. Il n’en est pas revenu.
Son courrier est resté oublié jusqu’en 2000).

Dans le cadre déterministe, de nombreux phénomenes sont régis par des équations dif-
férentielles (ou équations aux dérivées partielles). Pour les phénomenes modélisés par un
mouvement brownien, on s’attend a avoir des équations différentielles faisant intervenir
le mouvement brownien. Malheureusement, ce processus a des trajectoires nulle part dé-
rivables (cf. Prop. 3.24 et Th. 3.25) et il n’est pas possible de considérer des équations
différentielles le faisant vraiment intervenir. Plutot que de le dériver, on cherchera dans
la suite, a intégrer contre ce processus, ce qui permettra de contourner le probleme en
considérant des équations intégrales (il est d’usage de se ramener a l’écriture symbolique
de dérivées et on parlera alors d’équation différentielle stochastique). Dans les prochains
chapitres (cf. Chapitre 6), on définit I'intégrale stochastique pour une large classe de pro-
cessus (les semimartingales, cf. Chapitre 5). Si on se contente du cadre brownien (intégrale
et équation différentielle stochastique pour le mouvement brownien), on parle de calcul
d’It6. Dans ce cadre simplifié¢, la contruction est plus directe. On pourra consulter les notes
cours [Tud] ou le livre [Gal] pour cette approche réservée au mouvement brownien.
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Dans ce chapitre, nous en donnons les principales propriétés (en loi en Section 3.4, tra-
jectorielles en Section 3.5, variation quadratique en Section 3.6) notamment les propriétés
de Markov faible et forte (Section 3.7). A la fin du chapitre en Section 3.8, nous explorons
les liens entre le mouvement brownien et 1’équation de la chaleur, ce qui correspond a la
démarche d’Einstein pour appréhender le mouvement brownien.

3.2 Définition, premieres propriétés

Le caractere tres erratique des trajectoires qui caractérise le mouvement brownien est en
général associé a 'observation que le phénomene, bien que tres désordonné, présente une
certaine homogénéité dans le temps, au sens ou la date d’origine des observations n’a pas
d’importance. Ces propriétés sont reprises dans la définition qui suit.

Définition 3.1 (Mouvement brownien) Un mouvement brownien (standard) réel est un
processus gaussien centré (By)i>o a trajectoires continues de fonction de covariance

K(s,t) = min(s,t) :== s A t.
On Uappelle aussi processus de Wiener.

L’opérateur K (s,t) = min(s,t) est symétrique et de type positif. En effet si ¢ : R — R est
a support borné alors

D e(s)e()K (s, t) = > c(s)e(t)(s At)

= > C(S)C(t)/1[0,s]($)1[0,t]($) dx
B / D e(s)e(t) ()1 (x) da
= /(Zc(t)l[o,ﬂ(if)) dz > 0.

Par le Théoreme 2.3, il existe alors un processus gaussien centré de covariance K. Par
contre, il n’est pas immédiat que ce processus admette une version a trajectoires conti-
nues ps. Mais cela sera justifié en début de Section 3.3 avec le théoreme de régularité de
Kolmogorov-Centsov pour les processus gaussiens (Th. 2.7).

3.2.1 Propriétés immédiates
1) By = 0 car la loi de By est N(0,0) = dy, la loi dégénérée en 0.
2) B, ~ N(0,t) car E[B;] =0 et Var(B,;) = K(t,t) =t.
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3) (By)i>0 est un processus a accroissements indépendants. En effet soit 0 <t <y < t3 <
ty, ON a

Cov (Btz — By, B, — Bt3) - E[(Bh - Btl)(Bt4 - Bt3)}
= E[Bt23t4:| — ]E[BtQBtS} — ]E [BtlBt4:| + ]E[BtlBtg}
= tg—ty—t; +t; =0.

Les variables By, — By, et B;, — B;, sont donc non corrélées. Comme le vecteur (B, —
By, By, — By,) est gaussien, By, — By, et B;, — B, sont indépendantes. On justifie de méme
I'indépendance mutuelle de n accroissements, n > 1.

4) Si s <t,on a B; — By ~ B;_g. En effet E[B; — B;] = E[B;] — E[Bs] =0 et

Var(Bt — BS) = COV(Bt — Bs, Bt — Bs)
= COV(Bt, Bt> -2 COV(Bt, BS) + COV(BS, Bs)
= t—2s+s=1—s.

Donc Bt — Bs ~ N(O,t - S) ~ Bt—s‘

Remarque 3.2 Les propriétes 3) et 4) s’énoncent comme suit : le mouvement brownien a
des accroissements indépendants et stationnaires.

Définition 3.3 (Définition équivalente du mouvement brownien) Soit B = (B;)i>0 une
famille de variables aléatoires indéxées par le temps. On dit que B est un mouvement
brownien si c¢’est un processus a trajectoires continues tel que

i) pour tout t >0 : By ~ N(0,1).

ii) pour tout 0 < t; <ty < --- <t,, les variables aléatoires By,, By, — By, ... B, — By, _,
sont indépendantes.

Preuve de 1’équivalence. On sait déja qu'un mB défini par la Déf. 3.1 vérifie i) et ii)
donc la déf. 3.3. 1l reste a prouver la réciproque. En écrivant B; = B, + B; — B, pour
s < t, par indépendance des accroissements, en utilisant la fonction caractéristique, on a :

©B, = ¥B,¥B,—B,- D'OU
0. (1) = 0B, (1) pp,(r) " = exp(—ta?/2) exp(sz®/2) = exp(—(t — 5)2?/2) = ¢p,_,(z).

Les accroissements sont donc stationnaires, en particulier ils sont gaussiens. Comme les
accroissements sont indépendants, un vecteur d’accroissements (By,, By, — By, ... By, —
By, ,) a pour loi la loi produit de ses lois marginales qui sont gaussiennes. Un vecteur
d’accroissements est donc gaussien. Mais comme (By,, By,, . .., By, ) est une transformation
linéaire de (By,, By, — By,, - .., By, — By, _,) cela reste gaussien. Les lois fini-dimensionnelles
étant gaussiennes, le processus est gaussien. Puis pour s < ¢, on a

COV(Bt> Bs) = E[BtBs] = E[(Bt — B, + BS)BS] = E[Bt - BS]E[BS] + E[BSQ] =0+s=s,
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ce qui confirme que le processus défini par la définition alternative Déf. 3.3 est bien le
mouvement brownien (Déf. 3.1) O

[Graphe des trajectoires typiques du MB]

La probabilité que B, appartienne a un petit intervalle [z, x 4+ dx] est donc donnée par la
densité gaussienne centrée de variance t

P(B; € [z,x + dx]) = \/;_mexp (—2*/2t) du.

En particulier, la variable aléatoire B; qui est une variable aléatoire gaussienne de variance t
est comprise entre les nombres f1(t) = 2v/t et fo(t) = —24/t avec une probabilité (d’a peu
pres) 95% (cf. table de la loi A7(0,1)).

On peut montrer que cette propriété est vraie pour toute la trajectoire brownienne qui est
donc comprise entre les deux courbes de f; et de fy avec une probabilité comparable (c’est
vrai globalement et pas seulement "t par t”).

Mais en général, les phénomenes observés ne sont pas aussi bien normalisés.

Définition 3.4 (Mouvement brownien avec dérive) On appelle encore mouvement brow-
nien issu de x, de dérive (ou drift) b et de coefficient de diffusion o, le processus X; =
x4+ 0By + pt (ou B est un mouvement brownien standard).

Proposition 3.5 Le mouvement brownien (général) X est encore un processus a accroisse-

ments indépendants stationnaires et gaussiens. Il est non centré et tel que Xo = x. De plus
Xy~ /\/(m + pt, 0275).

Sauf mention contraire, par défaut, quand on parlera du mouvement brownien, il s’agira
du mouvement brownien standard B.

3.3 Constructions du mouvement brownien

On commence par observer qu'un processus gaussien B centré de covariance K(s,t) =
min(s, t) admet effectivement une version a trajectoires continues y-héldériennes pour tout
v €]0,1/2[. 1l suffit d’appliquer le Théoreme 2.7 (régularité de Kolmogorov-Centsov pour
les processus gaussiens) avec o = 1, puisque

K(t,t) + K(s,8) —2K(s,t) = E[(B; — B,)?’] = (t — s)*.

La version donnée par ce théoreme est un mouvement brownien au sens des Déf. 3.1 ou
Déf. 3.3 et admet des trajectoires holdériennes d’indice v pour tout v €]0, 1/2[. Toutefois,
cette approche n’est pas explicite (elle utilise le Théoreme 1.3 d’extension de Kolmogorov).
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3.3.1 Principe d’invariance de Donsker

On considere une suite de variables aléatoires iid (X,,),>1 centrées E[X,,] = 0 et réduites
Var(X,) = 1. Notons S, = Y ;| X; la suite de ses sommes partielles. On peut construire
un processus polygonal sur [0, 1] & partir de la suite de ses sommes partielles : considérons
le processus Z,(t) qui vaut Sp/\/n ent = k/n et qui est affine entre k/n et (k+1)/n. Plus
précisément, on pose

Zn(t)

Sk Xkt k (k-+ 1)} | (3.1)

——(nt—k), pourtée [—,
n’ n

==+
vn o \/n
[Graphe des trajectoires typiques.]

Théoréme 3.6 (Principe d’invariance de Donsker) Le processus polygonal Z, = (Z,(t))icio,1]
en (3.1) converge faiblement dans C([0,1],R) vers le mouvement brownien ie. pour toute

fonction continue bornée f: C([0,1],R) = R, on a lim, . E[f(Z,)] = E[f(B)].

Remarque 3.7 — Ce résultat peut étre vu comme une justification de 'existence du
mouvement brownien sur [0, 1] puisqu’on montre 'existence d’un processus qui vit
dans ’ensemble des fonctions continues avec les propriétés requises sur les lois.

— En pratique, on utilise ce résultat pour simuler le mouvement brownien : on l'ap-
proche pour n grand par des processus polygonaux (3.1).

— (est un principe d’invariance car la loi limite est indépendante de la loi commune
des variables aléatoires initiales (X,),>1 (tant qu’elle a une variance finie). C’est
une version fonctionnelle du TCL (Th. 0.7).

— Avec le continuous mapping theorem, pour toute fonction h : C([0, 1], R) — R conti-
nue, on déduit de la convergence faible (dans C([0,1],R)) Z,, = B, la convergence
faible (dans R) f(Z,) = f(B). Ainsi avec les fonctions

h(z) = (1), h(x) = sup x(t), h(z)= sup |z(1)],

t€(0,1] te[0,1]

on déduit les résultats suivants quand n — +o00 :

— Z,(1) = B(1), cest adire = = N(0,1) (le TCL, Th. 0.7).
— SUDPyepp1] Zn(t) = Supyepoq B(t), c’est a dire \/iﬁ maxg<, Sk = SUPyepp 1 B(t).

— SUDse(o,1] | Z.(t)| = SUDye(o,1] |B(t)], c’est a dire \/iﬁ maxy<, |Sk| = SUDye(0.1] | B(t)].

Démonstration : Grace au Théoreme 1.24 (convergence faible de processus), la preuve de
ce résultat comprend deux étapes :

(1) Etablir la convergence des lois fini-dimensionnelles de Z,, vers celles de B.

(2) Montrer que la suite des lois de Z,, est équitendue (Déf. 1.20).

(1) Soit 0 < t1 < -+ <1, < 1. Notons V;, = (Z,(t1), ..., Zy(tm)) et V = (B(t1), ..., B(tn)).
Il s’agit de montrer V,, = V (convergence en loi de vecteur aléatoire). Pour cela, on in-

troduit U, = (Z,(%2),...,Z,(E)) ou k; = [nt;] et on va utiliser le résultat suivant (cf.
[JCB-proba] ou tout de probabilité de niveau L3).
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Lemme 3.8 (Slutsky) Soit X,, = X et Y, 0. Alors X,+Y, = X.

R \ P
Pour montrer V,, = V', on se ramene par ce lemme a montrer que V,, —U, — Oet U, = V.

On a d’abord
k;
o) (i)

ki ki
Z ( +1) -7, (—)‘ (car Z, est affine par morceaux)

n n

f Xl
[|X1 ].

On a donc limn_>+ooE[||Vn — Un||1} = 0 et par l'inégalité de Markov V,, — U, LN 0,

n — +00.

HVn - Un”l <

=10

IN

1

7

IN

g sl

Soit maintenant

Go= (o z(2) =2 (52))s V= (Bl - B, )

avec ko = 0 et tg = 0. On introduit J : R™ — R™ donné par J(x) = y avec y;, = Zle

On a alors J(ﬁn) =U, et J(‘7) = V. Comme J est continue (7” = V assurera U,=1V.

l‘j.

Mais par indépendance des accroissements de Z,, (resp. de B), les coordonnées de U, (resp.
de V') sont indépendantes car

k; ki
FORACTEEES S8
. SZ
On peut alors utiliser le lemme simple suivant (laisser en exercice).

Lemme 3.9 Soit P, = P et ), = @ des suites de mesures qui convergent faiblement.
Alors P, ® Q, = P ® Q.
Il suffit donc de vérifier la convergence faible, coordonnée par coordonnée. Mais d’une part

k;

FORAC RN S SNLE =

ki

D’autre part lim,, , ;o m = /t; — t;—1 (rappel : k; = [nt;]/n) et par le TCL (Th. 0.7)

k;
X = N(0,1), n — +oo.
s=k;_1+1

ki - kifl
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On a donc

ki

(%)

n

ki

n

ce qui justifie U, =V puis U,, = V et donc la convergence faible des lois fini-dimensionnelles

de Z,, vers celles de B : cela acheve la premiere étape (1) de la preuve.

(2) 11 s’agit maintenant de vérifier 1'équitension de la suite (P,),>1 des lois de (Z,)n>1
en (3.1). Pour cela, on se sert du Théoreme 1.23 qu’on va appliquer avec la condition
supplémentaire E[X}] < +o0c. On renvoie a [Bil2] pour un argument complet qui n’utilise
que E[X?] < +o0o. Montrons que pour tout n > 1 :

]E[]Zn(t) - Zn(s)ﬂ <[t — s

Pourt=%<s=m ona
n n

E[|Z.(1) ~ Zu(s)|'] < E ‘zme o (WZX>

J=1

E[X}
< c [2 1](m—/€)2§0\t—s|2
n

ou on a utilisé le résultat suivant (du a I'indépendance et au centrage des variables aléatoires
Xz) .

Lemme 3.10 Soit (Y;,),>1 des variables aléatoires iid telles que E[Y,] = 0 et E[Y,}] < +o0.
Pour un constante C' €]0,+o00[, on a :

(%)

Pour ¢, s quelconques, on a deux possibilités : soit % <t<s< k—:gl (ie. t, s dans le méme
intervalle), soit % <t< % < <s< mTH, (ie. t, s dans deux intervalles différents).

E < Cn’E[YY].

Dans le premier cas, on a

X1
t—
0 ( S)n

i
= cn®(t — 8)*(t — s)?

< ¢t —s)* (car dans ce cas n(t —s) < 1).

E[1Z,(t) - Zu(s)] = E

4
] (car Z, est affine entre ¢ et s)

Dans le deuxieme cas, comme par convexité (a + b+ c)* < 3%(a* + b* + ¢*), on a

E[|Zn(t) = Zu(s)[']
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(0 -2 e ) -2 )+

n
27 (E

< E

IN

kz+1>

n

Zdw—z( +E

’ 4

() 2]

+E[&(g)—&@)

)

E+17 |k+1 m]> m 2
</ <‘t kT + ’ om el ) (par les cas déja vus précédemment)
n n n n
S C//|t o S|2
car

m
——s’§|t—s|.
n

)

n

t—k+1 k+1 m
’ n n

D’apres le Théoréme 1.23 (critere de tension de Kolmogorov), la suite des lois (£(Z,))

, . n>1
est équitendue.

Conclusion. La suite des lois (£(Z,)), ., est équitendue (par 2)) et ses lois fini-dimension-

nelles convergent vers celles de B (par 1)). D’apres le Théoreme 1.24, on a Z,, = B dans

c([0, 1], R). O

Remarque 3.11 On a justifié le résultat avec la restriction E[X] < 4+o00. Avec un peu plus
de travail, on peut se passer de cette hypothese et ne supposer que 'existence du moment
d’ordre 2 : E[X?] < +o00, cf. [Bil2].

Preuve du Lemme 3.10. Soit (Y},),>1 des variables aléatoires iid telles que E[Y,,] = 0 et
E[Y,}] < +00. On montre que

E < Cn2E[Y{].

(Xv)

Pour cela, on a

(1) = S () () e () (1) 2o

i#]

OO0 S () 5,

i#j#hAl

Par indépendance et centrage des variables aléatoires Y;, il vient

(S0)| = v+ (5) ey

i=1 i£]

E
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= nE[Y}] + 6n(n — DE[Y?]%

On conclut la preuve du lemme avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz qui assure (E[YZQ])

E[Y;"]. O

3.3.2 Mesure de Wiener

On rappelle qu’on note C([0, 1], R) ou C(R,,R) I'espace des fonctions continues sur [0, 1]
ou Ry et on définit de bonnes topologies avec || - ||oo donnée en (1.6) (topologie de la
convergence uniforme) et d donnée en (1.7) (topologie de la convergence uniforme sur les
compacty) et que la tribu cylindique trace sur C(T,R) coincide avec la tribu borélienne
assoiée : o(Cyl) NC(Ry,R) = B(C(R4,R)), cf. Prop. 1.15 et la discussion en Section 1.3.

En tant que processus a trajectoires continues, grace a la Prop. 1.15, un mouvement brow-
nien B peut étre vu comme une application aléatoire sur C(R,, R) :

{Q — C(R4,R)
W = Bw)=(t— Biw)).

La mesure de Wiener W est la mesure image de P par cette application : W = Pg. C’est
donc une mesure de probabilité sur C(R, R). Il s’agit de la loi commune & tout mouvement
brownien dont les lois fini-dimensinnelles sont données par :

W(z : z(to) € Ao, z(t1) € Ay ..., z(t,) € 4,)

= 1A(0)/ di - - dyn exp . (yz yzl2
’ Ai X XA (27T)n/2\/t1(t2 - tl) . (tn — T 1 i—1 2(@ — tl_

avec to = 0. De plus ces propriétés caractérisent la loi :

Proposition 3.12 La mesure de Wiener W est bien définie : si Py, Py sont deux probabilités
sur C(Ry,R) chacune issue d’un mouvement brownien alors Py = PPs.

Démonstration : Notons P l’ensemble des ouverts élémentaires qui engendrent la tribu
borélienne sur C(R,,R). C’est un m-systeme (stable par intersection finie). Notons M =
{A € B:Pi(A) = Py(A)}. 1l s’agit d'une classe monotone (C(Ry,R) € M, stable par
différence ensembliste, stable par réunion dénombrable croissante) qui contient P (les deux
mouvements browniens ont les mémes lois fini-dimensionnelles) :

P (0)=P(B € Ay,...,BM € 4,) =P(B? € Ay,...,B” € A,) = P,(0).
Le théoreme de classe monotone assure que C(R;,R) = o(P) C M, ce qui donne le résul-

tat. O

De facon générale : la loi d’'un processus stochastique est entierement déterminée par ses
lois fini-dimensionnelles, cf. Prop. 1.4. On définit alors :
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Définition 3.13 (Mesure de Wiener) On appelle mesure de Wiener la loi du mouvement
brownien B vu comme variable aléatoire sur C(R4,R). L’espace C(Ry,R) (ou C([0,1],R))
muni de cette loi est appelé espace de Wiener.

Si on considere 'espace de probabilité (2, F,P) = (C(Ry,R), B(C(R.,R)), W) le proces-
sus dit canonique X;(w) = w(t) est un mouvement brownien. Il s’agit de la construction
canonique du mouvement brownien.

3.4 Propriétés en loi du mouvement brownien

On se fixe dans cette section un mouvement brownien standard B. Systématiquement, pour
vérifier qu’on a un mouvement brownien, il s’agit de vérifier qu’on a un processus gaussien,
centré, a trajectoires continues et avec la bonne fonction de covariance. Dans les propriétés
qui suivent, il est facile (et omis) de constater que le processus est gaussien, centré et a
trajectoires continues ; on se contente de calculer 'opérateur de covariance.

1) Symétrie. — B est un mouvement brownien.

2) Autosimilarité (propriété d’échelle). Pour tout ¢ > 0, Bt(c) = \/LEBCt définit un mouve-

ment brownien (standard).

En effet : Bt(c) est un processus gaussien car ses lois fini-dimensionnelles en sont de B ; le
processus est centré, a trajectoires continues (car B l'est) et de fonction de covariance

1 1

]E[B(C)B(C)] E[ B.— CS] = —min(ct, cs) = min(¢, s).
VNG I |

Conséquence : Cette propriété montre que ¢ fois B; se comporte comme un mouvement

brownien lu en ¢t : le changement de temps se lit en espace (et réciproquement).

3) Inversion du temps. Le processus B défini par ét = 1By sit#0et Eo = 0 est un
mouvement brownien standard.

En effet, B est gaussien car a nouveau ses lois fini-dimensionnelles sont des transformations
linéaires de celles de B; le processus est centré et de covariance,

Cov (Et, ES) = tsCov (Biy, Biys) = tsmin(1/t,1/s) = min(t, s).

De plus, ses trajectoires sont continues sur |0, +oo[ car celles de B le sont sur R, . Il reste
s’assurer de la continuité des trajectoires de B en 0 et cela vient de

P(lg%étzo) =AU N {Bl<1/n}

n>1p>11t€]0,1/p]NQ

- ﬂ U ﬂ {|Bt| < 1/”} car (§t>t>0 e (Bt)t>0

n>1p>1telo,1/pN
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= P(lmB,=0) = 1.
t—0

Conséquence : le processus B a donc le méme type de comportement en 0 et en +o00

4) Retournement du temps. Le processus retourné a l'instant 7T, Et(T) = By — Br_; est

encore un mouvement brownien sur [0, 7).

Il est clair que B™) est un processus gaussien, centré a trajectoires continues et sa covariance
est donnée par

Cov (Et(T), B\(T)) = COV(BT — BT,t7 BT — BTfs)

COV(BT, BT) — COV(BT, BT—s) — COV(BT_t, BT) + COV(BT_t, BT—S)
= T—(T—-s5)—(T'—t)+T —max(t,s) = min(¢, s).

5) Propriété de Markov faible (ou invariance par translation). Le mouvement brownien
translaté de tg > 0 Eit(’) = By, — By, est encore un mouvement brownien standard ; de
plus, il est indépendant du mouvement brownien arrété en to (By)o<i<t,, ie. B 1 FB =
o(Bs s <tp).

En effet, pour typ < s <t:

—(to) —=5(t
COV (B,E 0), Bi 0)) = COV (Bt+t0 — Btoa B8+to — Bto)
= K(t+to,s+1ty) — K(t+to, to) — K(to,s +to) + K(to, to)
= S+t0—t0—t0+t0 :s:min(s,t).

La deuxieme partie est due a I'indépendance des accroissements de B : Soit 0 < 57 < -+ <
sn < tg, par indépendance des accroissements de B, F?O) = By14, — By, est indépendant de
(Bs,, Bs, — Bs,, ..., Bs, — Bs, ), donc par transformation linéaire de (B, ..., B, ). Cela
est encore vrai pour tout vecteur de marginales de E(tO). On a donc B indépendant de
{Bs, € Ay,...,Bs, € Ap}, 0< 51 <---<s, <tget Ay,..., A, € B(R). Comme la famille
de tels ensembles est un m-systeme qui engendre ]—'tf , un argument de classes monotones
assure F?O) L FE=0(B :t<t).
De la méme fagon, on montre que pour t; < to, (Btﬁto —B,,, Biy 44, —Bt1+to) est indépendant
de F. Mais comme

—(to) —(to)

(B ’ Btgo ) = (Bt1+t0 — By, Biy 4ty — Bto)

t1

. C, . . —(to) —(to)
en est une image linéaire, cela reste donc vrai pour (Bt . > B

9 to
toutes les lois fini-dimensionnelles de B : (EitO)) oo L F.
Conséquence : le processus (B;)¢>o a donc le méme comportement localement en 0 et en

to, donc en tout point.

) et plus généralement pour

Cette propriété se réécrit dans le cadre classique de la théorie de Markov : indépendance
du futur et du passé conditionnellement au présent : en notant W, la loi du mouvement
brownien issu de x € R, ie. de z+ B ou B est un mouvement brownien habituel, on réécrit :
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Proposition 3.14 (Propriété de Markov faible) Soitt > 0 fizé. Posons B, = Byys, © € R.
Alors conditionnellement o By = x, le processus B’ est indépendant de o(B, : u < t) = FP
et a pour loi W,.

Démonstration : Pour cela, il suffit de remarquer que B, = Eit) + B; ou Ef) = Bis— By
est un mouvement brownien indépendant de F7 et B; est une variable F-mesurable. [J

3.5 Propriétés trajectorielles du mouvement brownien

3.5.1 Loi du 0/1 de Blumenthal

On définit d’abord la notion de filtration en temps continu qui sera essentielle pour consi-
dérer les martingales au Chapitre 4.

Définition 3.15 (Filtration) Une filtration sur un espace de probabilité (Q, F,P) est une
famille (F;)i>o de sous-tribus telle que pour s < t, on a Fs C Fy.

Si on considere un processus (X;);>0, on considere souvent la filtration qu’il engendre :
FX =0(X,:s<t). Dans ce cas, il est utile d’interpréter une filtration comme une quan-
tité d’information disponible jusqu’a une date donnée : F;¥ représente ainsi I'information
véhiculée par le processus X jusqu’a la date ¢.

Une filtration est P-compléete pour une mesure de probabilité P si F{ contient tous les
évenements de mesure nulle, ie. N' = {N € F tel que P(N) = 0}C Fy.

A une filtration (Fi)i>0 on associe

Foro=(Fiee et Fr=\/F..
e>0 e>0
(On rappelle que AV B = o(AUB).) La filtration (F;);>o est dite continue a droite (resp.
continue a gauche) si pour tout ¢, on a F; = Fy+ (resp. F; = Fy-).
Dans la suite, on dira qu’une filtration satisfait les conditions habituelles si elle est complete
et continue a droite.

Proposition 3.16 La filtration brownienne (FP)i>o est continue a droite.

Corollaire 3.17 (Loi du 0/1 de Blumenthal) La tribu F est triviale, ie. pour tout A €
FE, onaP(A)=0 oul.

Remarque 3.18 — En fait, la filtration brownienne est aussi continue & gauche : F? =
\/s<t FSB
C’est le cas de toute filtration (F;¥);>¢ engendrée par un processus a trajectoires
continues & gauche. En effet, ;¥ est engendrée par les ensembles A = {(X;,,..., X)) €
I}avec 0=t <--- <t, <tet € B(RP). Lorsque t, < t alors A € F;* C FX.
Lorsque t, = t, comme X; = lim,,_, X, pour toute suite s, € [0,t) avec s, ¢,
on a A € F. Finalement, F* = F;*.
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— Une filtration (Fu+)i>0 est toujours continue a droite.
— Attention : si X est & trajectoires continues, (F;*);>¢ peut ne pas étre continue a

droite, ni (F;})i>0 & gauche, cf. contre-exemples p. 89 et 122 dans [KS].

Preuve de la continuité a droite de la filtration brownienne.

i) La tribu 7 est triviale (ie. Blumenthal).

On considere le processus X,, défini sur [0,27"] par X,, = (BQ—nH — By, 0 <t < 2_”).
La suite (X,,),>1 est une suite de processus indépendants (par I'indépendance des accrois-
sements du mouvement brownien). On remarque que 'on peut retrouver la trajectoire
brownienne a partir des X, k > n, par

Byniy = Xp(t) + ) Xpr(27"7F), 0<t<2"

car Byn — 0, n — 400. Soit pour t > 0 et 277 < t < 27P* en écrivant t = 277 + s,
s€1[0,277] (ie. p=[—t/In2] + 1) :

Bt B2 Ptg — Xp(t - 2—p) + ZXk(Q_k

k>p

En particulier pour 0 <t < 2™ onap>net B, € O'(Xn+1, ey Xpakey - ) On en déduit
fBLn :O'(Xn+1,...,Xn+k,...)

et comme ]:OJr = ﬂn>0 2 ny FB o~ est la tribu asymptotique engendrée par les processus

indépendants X,,. D’apres la loi du 0/1 (classique) de Kolmogorov, F2 est alors triviale.

i’) Autre preuve de la loi de Blumenthal. Soit 0 < ¢; <ty < -+ < tg, g : R* — R une
fonction continue bornée et aussi A € ]:(ﬁ. Par continuité et convergence dominée, on a

E[149(By,....By)] =limE[1.g(B,, - B.,..., By, — B.)].

Mais des que € < t;, les variables aléatoires B,, — B.,..., B, — B; Sont indépendantes de
FB (par la propriété de Markov simple) et donc aussi de la trlbu Z(=Nso F2). Il vient

E[lA 9(Byy, - . ,Btk)] = li_x%]P’(A) IE[g(Bt1 —B.,...,By, — BE)}
= P(A)E[g(By,...,B,)-

On a donc FP. L o(By,...,By,). Comme c’est vrai pour tout 0 < t; < -++ < t;, on a
aussi Fo. L o(By;,t > 0). Puis B, étant la limite simple de B, (continuité de ¢ — By en
0), on a o(By,t > 0) = (B, t > 0) et F& C o(By,t > 0), si bien que FZ L FE, ce qui
assure que ]-"(ﬁ est triviale.

ii) Continuité a droite de la filtration brownienne (Prop. 3.16).

Pour t > 0 fixé, on montre .Ft(f ) = ]-"t(B) en prouvant que toute variable aléatoire ]-"t(f )

B o PR
mesurable est ]-"t( )-mesurable. Pour cela, nous utilisons le théoreme de classe monotone
(version fonctionnelle)
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Lemme 3.19 (Théoréme de classe monotone fonctionnel) Soit E un espace vectoriel fonc-
tionnel monotone (ie. f € E est bornée, les constantes sont dans E, si f, € E et f, /' f
bornée alors f € E). On suppose que C' C E ou C' est un ensemble de fonctions stable par
multiplication. Alors E contient toutes les fonctions o(C')-mesurables.

On rappelle que t > 0 est fixé. On considere la tribu
gt:O-(BH_S—Bt : SZO)

On commence par prouver que G; est indépendante de ]-"ﬁ. Pour tout n > 1, par la
propriété de Markov (faible), G, 11/, est indépendante de ]-"f;l /n €l donc indépendante de

‘Fté = nnZI ftg—l/n :

Ge L FH. (3.2)

Si t; < t9, on observe que G;, C Gy, car

Btz-i-s - Btz = (Bt1+(t2+5*t1) - Btl) - (Bt1+(t2*t1) - Btl)

s’exprime en fonction de deux variables G, -mesurables. La famille (G4 /n)n>1 est donc
croissante avec n, de limite \/, <, Gi41 /n-

Par ailleurs, par continuité des trajectoires de B, pour tout s > 0,

BtJrs - B, = nl—1>r—ir-1<>o Bt+s+1/n - Bt+1/n-
Comme By s11/n—Biy1/n €st Giy1/n-mesurable donc \/n21 Gi41/n-mesurable, la limite By y,—
B; Vest encore, ce qui justifie G, C \/n21 Git1/n et donc G, = \/n21 Git1/n- 11 suit alors de
(3.2)

G L FE. (3.3)

Ensuite, nous prouvons la Prop. 3.16 en montrant qu'une n variable aléatoire ﬂ?—mesurable
est FP-mesurable. Quitte & écrire une telle variable Y sous la forme Y+ —Y = il suffit de le
faire pour une variable aléatoire Y positive. Quitte & écrire Y = lim,,_, ;o (Y A n), il suffit
de le faire pour Y positive et bornée. On considere donc Y € Loo(fﬁ) positive.
L’argument qui suit utilise le théoreme de classes monotones fonctionnel (Lemme 3.19)
avec E l'espace des variables aléatoires bornées W € L*>°(F) qui vérifie

E[WY] = E[WE[Y |F7]).

Par le théoreme de convergence monotone (avec Y > 0), on s’assure aisément que E est
un espace vectoriel fonctionnel monotone.

Notons
M={XZ: X eLF)et Z e L™(G)}.
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On vérifie facilement que M est une classe multiplicative. De plus M C E car avec (3.3),
on a:

E[XZY] = E[XY]E[Z] (car FPCFL LG)
E[XE[Y |FP]] E[Z] (par définition de I'espérance conditionnelle)
= E[XZE[Y|F]]] (car FP L G,).

D’apreés le Lemme 3.19 (théoreme fonctionnel de classe monotone), 'espace vectoriel E
contient toutes les variables aléatoires bornées et mesurables par rapport a o(M).

Comme FP C M et G, C M (écrire X € FP et Z € G, sous les formes X = X x 1 et
Z=1x2Z),onaFPUG, Ca(M)etdonc FP VG, C a(M).

Mais FEVG; = FP (tribu engendrée par tout le mouvement brownien) puisque si s < ¢, on a
B, variable aléatoire FP donc (FPV G;)-mesurable et si t < s, on a By = By (s_y) — B+ By
avec Byy(s—y) — B; variable aléatoire G;-mesurable et B; variable aléatoireftB-mesurable
donc B, encore (FP V G;)-mesurable.

Finalement, F? C 0(M) et E contient L>(F7?). Par conséquent, pour tout W € L>(FP)
on a

EWY] = E[WE[Y|F/]].

En particulier, cela exige Y = E[Y|FF] ps. Comme la tribu est compléte, Y coincide avec
une variable F?-mesurable et FF = FZ. O

3.5.2 Conséquences trajectorielles de la loi du 0/1 de Blumenthal

Proposition 3.20 (sup et inf browniens)

(1) On a ps pour tout € > 0

sup B >0, inf B, <0.
0<s<e 0<s<e

(2) Pour tout n >0, on a ps

B, > inf B, < —n).
5212113 t Z 1, %1210 t>

(3) Pour touta € R, soit T, =inf (t > 0: B, = a) (avec inf @ = +o0). Alors ps T, < +oc.

(4) Par conséquent, presque sirement

limsup B; = 400, liminf B, = —o0, (3.4)
t—+oo t—+o0
Remarque 3.21 — La mesurabilité de sup/inf est assurée par la continuité du mouve-

ment brownien (si bien que le sup est un max, 'inf un min, donc sont mesurables).
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— Comme les trajectoires du mouvement brownien sont continues et infyo;<. By < 0 <
SUPg<i<. Bt, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un zero t. €]0, <[ de
B. On en déduit que ps {t > 0: B; = 0} admet 0 comme point d’accumulation.

— Par translation (Markov simple), toute valeur du mouvement brownien est un point
d’accumulation de sa trajectoire ps.

— En utilisant la propriété de Markov simple, on constate aussi facilement que ps la
fonction t — B, n’est monotone sur aucun intervalle non-trivial.

Démonstration : 1) Soit (¢,),>1 une suite de réels strictement positifs décroissants vers 0

et soit
A:ﬂ{ sup Bs>0}.
p>1

0<s<ep

B B _ B : i
Comme supy<,<. Bs est F_ -mesurable, on a A € (5, F.) = Fy. Puis, comme intersec-
tion définissant A est décroissante, on a

P(A) = lim IP( sup B >0>

p—+00 0<s<ep

mals comme

P( sup B, > o) > P(B., > 0)

0<s<ep

:57

on a P(A) > 1/2 et la loi de Blumenthal exige alors P(A) = 1. Comme A C {supy<;. B; >
0}, on a le résultat pour le sup. L’assertion concernant info<s<. By est obtenue par symétrie
en loi en remplacant B par —B.

2) Par convergence monotone des probabilités, on a

1 :IP( sup B >0> :(lsim]P’< sup B >(5>.

0<s<1 —0 0<s<1

Avec le changement s = t§?, puis comme par autosimilarité Bsz,/d définit encore un mou-
vement brownien,

IP( sup Bs > 5) = IP( sup (Bs2/6) > 1) = IP’( sup B > 1).
0<s<1 0<t<1/62 0<s<1/52

En faisant tendre 6 — 0, par convergence monotone des probabilités, on obtient ainsi
P(supszo B > 1) = 1. Puis, & nouveau, comme par autosimilarité, B,z,/n définit un
mouvement brownien standard, pour tout n > 0, on a

]P’(susz > 77) = P(sup(anu/n) > 1> = P(supBu > 1) = 1.

s>0 u>0 u>0

Avec le changement B — — B, on a aussi ]P)(infszo B, < —77) =1.
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3) Comme {T, >t} = {sup,, Bs < a}, on a

P(T, = +00) = P (ﬂ{Ta > p}> = lim P(T, >p)= lm P (Sgp B < a)
p>1 s<p
= P (ﬂ {supBS < a}) =P (susz < a) =0
p>1 s<p s>0

d’apres 2), si bien que T, < 400 ps.

4) Puis la derniére assertion est une conséquence du fait qu'une fonction continue f : R, —
R ne peut visiter tous les réels que si limsup,_,, . f(t) = 400 et liminf,, ., f(t) = —o0. O

Remarque 3.22 Le mouvement brownien oscille ps entre +00 et —oo lorsque t — +00 mais
avec une vitesse d’oscillation sous-linéaire puisque |B;/t| — 0, quand ¢ — +o0.

En effet, il suffit de se rappeler par inversion du temps que B, = tB, /t est encore un
mouvement brownien. Si bien que B/t = El/t — BO = 0 quand t — +oo (on peut aussi
jusifier ce fait par la LGN).

3.5.3 Régularité trajectorielle brownienne

Proposition 3.23 Le mouvement brownien (By)i>0 a des trajectoires ps localement holdé-
riennes de tout ordre v €]0,1/2].

En particulier, on montre qu'un processus gaussien centré de covariance tAs admet donc une
modification a trajectoires continues, ¢’est a dire une version est un mouvement brownien.

Démonstration : En effet, on a
K(t,t) + K(s,s) —2K(s,t) =t+ s —2min(t,s) = |t — s|.

Donc le Théoreme 2.7 (Kolmogorov—@entsov dans le cas gaussien) s’applique avec a = C' =
1 pour B sur [0, 1]. Il donne existence de version avec la continuité holdérienne pour tout
v < /2 = 1/2. Comme le mouvement brownien et ces versions sont continues, elles sont
toutes indistinguables. C’est bien le mouvement brownien qui a ces propriétés de régula-
rité. Le résultat reste vrai pour B sur tout intervalle [0,7] borné et on a donc la locale
Holder-régularité sur R, . U

Proposition 3.24 En chaque t > 0, les trajectoires du mouvement brownien sont ps non
dérivables.
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Démonstration : Par la propriété de translation (Markov simple), il suffit de montrer la
non dérivabilité en 0, c’est a dire montrer que

. Bi—By . B
lim ——— = lim —
t—=0 t—0 t—0 ¢
n’existe pas. Or par inversion du temps B/t = El /t ol B est encore un mouvement

brownien. Mais d’aprés la Prop. 3.20 pour le mouvement brownien B (cf. (3.4)), on a

lim sup ES = 400, liminf és = —00
s—+00 §—+00
avec s = 1/t, ce qui montre que la limite cherchée n’existe pas. Il

En fait, on a bien mieux : le résultat suivant montre que : ps, les trajectoires browniennes
sont nulle part dérivables.

Théoréme 3.25 (Dvoretsky, 1963) Il existe une constante C' > 0 telle que

. |Bs _Bt|
P(dt>0:1 — < C ] =0. 3.5
( e Vst 39

Avant la preuve, on mentionne la conséquence concrete pour les trajevtoires browniennes :

Corollaire 3.26 (Dvoretsky) Presque sirement, t — By est dérivable nulle part.

Démonstration : D’apres le Th. 3.25, ps Vt € [0, 1], limsup,_,+ lBgil > C > 0. Soit ¢

arbitrairement fixé. Si B était dérivable en ¢ de dérivée ¢, on aurait quand s \ ¢

|Bs _Bt| _ |Bs _Bt|
Vs—t s—t

ce qui contredit (3.5) donc B n’est pas dérivable en tout ¢ € R. O

XVs—t~lys—t—0,

3.6 Variation quadratique

Définition 3.27 (Variation) Soit f : [0,1] — R. On définit la a-variation de f par

Var(f,a) =lim  sup Z | f(tern) — f(t)]"

0 fnyp({tn<e

ot p({tx}) = maxy<<p [t — tp_1]| est le pas de la subdivision de [0, 1] et le sup est pris sur
l’ensemble de ces subdivisions.

Pour o = 1, on parle de la variation. On dit que f est a variations bornées si Var(f,1) <
+00. Pour a = 2, on parle de la variation quadratique.
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Remarque 3.28 Pour une fonction f de classe C!, la variation quadratique tend vers 0 sur
tout intervalle [0, ], en effet, avec une partition 0 =ty < t; < --- < t, = t, on a avec le
théoreme des accroissements finis :

Vilto by, ootp) = > (f(t:) = f(tic))> =D (F/(t)(t: — tim1))’

=1 =1
p

< OlIF0% Z [ti —tioa| = Ol f'[1%t
=1

ou tf €|t;, t;11] est donné par le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction
dérivable f.

Proposition 3.29 (Variation quadratique brownienne) Soit ¢t > 0 et {0 =ty <t; < --- <
t, =t} une subdivision de [0,t], notons Vi(to, t1,...,t,) = > °_|(By; — By,_,)?. Alors

(1) Vi(to,t1,...,t,) converge dans L* verst lorsque le pas de la subdivision § := max;<;<,(t;—
tj_1) tend vers 0.

(2) De plus, si la subdivision est uniforme, la convergence est presque sire.
Heuristiquement : la variation quadratique du mouvement brownien sur [0, ¢] est donc ¢.

Démonstration : Notons d’abord que le carré d'une variable gaussienne X centrée de
variance o2 est une variable aléatoire d’espérance o et de variance Var(X?) = 30% — 0% =
20 (calculs par ipp).

1) On a pour la convergence dans L? :

n

E[(Vs(to, t1, .. - ) —1)%] = E[(Z(Btj—gtjl)t(tj—tjl)ﬂ - i\/ar (B, —By,_,)?)

J=1

car les variables (B, — By, ,)* — (t; —t;_1) sont centrées et indépendantes. On a donc

E[(Va(to,t1, - tn) — 1) _22 2<26 =0, §—0.

2) Notons V,, :==Vp (0,£,...,%). OnaV, —t = ZZ;(I) Y,k avec

e (o (452) -2 (3)) -

L’indépendance des accroissements de B assure que les Y, £ = 0,...,n, sont indépen-
dantes puis la stationnarité des accroissements de B assure que ces variables aléatoires sont

identiquement distribuées :
2
t t t
Yn,kéB(—) - £27
n n o n

avec Z = B? — 1 variable aléatoire centrée dont tous les moments sont finis. On a
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— E{Ynﬂ = EF@OJ =E[tZ/n] =0;
— E|Y2, ]| =E[Y2| = E[t?Z?/n?] = (*/n?) E[Z?];
— E[VL] =E[Y,}] =E[Z'/n'] = (t'/n*) E[Z2*].

On utilise maintenant le Lemme 3.10 :

n—1 4
E (Z Ymk) < CR’E[Y}).
k=0

Par I'inégalité de Markov, on a alors

n—1 4 9 4 ,
P(|V, —t| > 4,) < E[(Xrso Yar)'] < Cn?E[Z*] _c

4 = 454 254"
or niol n2ot

Avec le choix §, = 1/Inn, on a

+o0
> P(|Vi —t] > 6,) < +oc.

n=2

Le lemme de Borel-Cantelli s’applique et donne : ps, pour n assez grand on a |V, — t| <
0p, = 0. Dot ps lim,, , o V,, = t. [l

Proposition 3.30 Presque surement, les trajectoires du mouvement brownien sont a trajec-
toires a vartations non bornées.

Ce résultat justifie que, si les trajectoires browniennes sont continues, elles oscillent quand
méme beaucoup. .. tellement que les trajectoires sont ps a variations non bornées. Ce
phénomene explique les difficultés qu'’il y aura a construire une intégrale (de type Stieltjes)
par rapport au mouvement brownien.

Démonstration : Il suffit de justifier la remarque générale suivante : si f est continue sur

0,1] et
(50) ()

alors Var(f,1) = 4o0. Pour cela, supposons que Var(f,1) < 400 et notons pg(u) =
SUD|,—y<u |f(¥) = f(y)| le module de continuité de f. Alors

(5= =< (@2l () - ()

k=0
1
< py <—) Var(f,1) =0
n
quand n — 400 puisque par continuité de f : lim, o ps(1/n) = 0. Il est donc nécessaire
d’avoir Var(f,1) = +oo. O

n—1 2

lim =a €0, +o00[
n—-+00

n

IN

k=0
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3.7 Propriété de Markov forte

Le but dans cette section est d’étendre la propriété de Markov simple (invariance par
translation, cf. Prop. 3.14) au cas ou l'instant déterministe s est remplacé par un temps
aléatoire T'. On commence par préciser la classe des temps aléatoires pour lesquels cela est
possible.

3.7.1 Temps d’arrét

Définition 3.31 (Temps d’arrét) Etant donné une filtration (F;)o, une variable aléatoire
T d valeurs dans [0, +00] est un temps d’arrét si pour tout t >0 on o {T <t} € F;.

Les propriétés suivantes sont simples :

Proposition 3.32 Soit T et S deux (F;)-temps d’arrét alors T NS et TV S sont des (F;)-
temps d’arrét.

Démonstration : Cela vient facilement de pour t > 0 :
{TAS<t}y={T <t}u{S<t}eF
et
{TvS<t}y={T <t}n{S<t}eF

puisque S, T sont de (F;)-temps d’arrét et la tribu JF; est stable par intersection et réunion.
O

Proposition 3.33 Si (F;)i>0 est une filtration continue a droite alors T est un (F;)-temps
d’arrét si et seulement si pour tout t > 0, {T < t} € F.

Démonstration : C’est suflisant car

(T<ty=(W{T <t+e}€()Frse=Fr = F.

e>0 e>0

Et c’est nécessaire car
(T<ty=J{T<t-cter

e>0
puisque {T' <t —¢} € F_. C Fi. O

Cette proposition s’applique par exemple pour la filtration brownienne FZ = (FP);>¢
(Prop. 3.16, généralisation de la loi de Blumenthal).

Proposition 3.34 1. Si (T,,)nen est une suite croissante de (F;)-temps d’arrét alors T =
limy, 400 Ty, est un (F;)-temps d’arrét.
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2. 8i (T,)nen est une suite décroissante de (Fy)-temps d’arrét alors T = lim,_, T,
est un (Fi+)-temps d’arrét.

Démonstration : 1) Soit 7,, /T alors pour tout ¢ > 0 :

{T<ty=({T.<t}eF

n>1

2) Soit T,, N\, T alors pour tout ¢t > 0 :

(T <t} = {Tm < t}.

n>1
Mais
(T, <ty = {T. <t—1/p}e R
p>1
puisque {T,, <t —1/p} € Fi_1/, C F;. On adonc {T <t} € F, C Fp+ ce qui suffit d’apres
la Prop. 3.33 puisque F;+ est continue a droite. O

Exemple 3.35 1. Un temps 7" =t (constant) est un temps d’arrét.
2. Un temps d’atteinte T := inf (t >0: B = a) est un temps d’arrét pour la filtration
browienne F&.
En effet, {7, <1} = {supy<,<; Bs > a} = UcpgnolBs = a} € Fi pour a > 0.
3. En revanche, T' = sup (s >1:Bs= 0) n’est pas un temps d’arret.

4. Soit O un ouvert alors Tp = inf (t >0: B € O) est un (F;)-temps d’arrét si la
filtration est continue & droite.
En effet :

{To <t} = {Is<t:B, €0} ={3s€[0,{]NQ: B, € O} (trajectoires continues)

= |J {B.eo}e \J FcF.

s€[0,t]NQ s€[0,t]NQ

Comme la filtration est continue a droite, {Tp < t} € F; suffit, cf. Prop. 3.33.
5. Soit F un fermé alors T = inf (¢ > 0: B, € F) est un (F;)-temps d’arrét.
En effet :
{Tr <t} = {weQ: Olgrgfgtd(BS(w),F) =0}

= we: inf d(Bsw),F)=0
{ s€[0,t]N,Q ( ( ) ) }
car B est a trajectoires continues et donc la distance aussi. Par ailleurs, un inf dé-
nombrable de fonctions mesurables reste mesurable. Par conséquent, {Tp < t} € F
et T est bien un (F;)-temps d’arrét.
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Définition 3.36 (Temps d’arrét simple) Soit T un (F;)-temps d’arrét. On dit que T est un
(Fy)-temps d’arrét simple si l'ensemble des valeurs prises par T' est au plus dénombrable,
ie. il existe une suite (t,)nen de temps positifs dans R telle que Y, P(T =t,) = 1.

Proposition 3.37 (Approximation de temps d’arrét) Soit T un (F;)-temps d’arrét. Alors
il existe une suite décroissante (T, )nen de (Fy)-temps d’arrét simples tels que T, \ T ps.

Cf. aussi Prop. 4.11 du Chapitre 4.

Démonstration : On pose T,, = ([12"] 4+ 1)27" sur {T' < +o0o}, le. T, = (j + 1)27" sur
I'évenement {T € [j27™,(j + 1)27"[} et T,, = +o0 sur {T' = 4+o0}. On vérifie que T,, est
un (F;)-temps d’arrét :

{T. <t} = D {T.=(G+1)2"} avecp2 ™" <t<(p+1)27"
= L_J {Telj2™ (G+1)27"}

= {T€[0,p27"[} € Fpo-n C F;

ou on a utilisé {T < p2_"} = U.~0 {T <p27" — 8} € Fpo-—n. Puis, par construction, on a
facilement T,, — T ps et T,, > T'. La suite (T,,),>1 décroit car si T,, = (p+ 1)27™, c’est que

Tep2™ (p+12"[=[2p)2" " 2+ 127" [U[@p+1)27" " (2p+2)27" 1,

et Tn+1

( ): 27 (s (2p)27 < T < (2p+ 127" ) ouTyy = (2p+2)27" ! (si
2p+1)2™

(2p+1)
L < T < (2p+2)27"7Y, est a dire Tp,y1 < T,. On a donc T), \(T. O

1

Définition 3.38 Soit T un temps d’arrét. La tribu des événements antérieurs a T est
]-"T:{AEJ-"OO :VtEO,Aﬂ{Tgt}e]-}}.
Si T =t est déterministe, alors Fr = F;.

Proposition 3.39 Soit T' un temps d’arrét fini ps. Les variables aléatoires T et Br sont
Fr-mesurables.

Démonstration : 11 s’agit de voir que pour tout s > 0, T7Y(] — 00, s]) = {T < s} € Fr.
Pour cela, soit t > 0, on a

{TSS}H{TSt}:{TSt/\S}E./T"t/\sC.Ft
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en utilisant le fait que T est un temps d’arrét. Pour By, il suffit de remarquer que par
continuité presque stre des trajectoires

“+00
Br = nl_i}}rloo Z-Z:(; Lgio-n<r<(it1)2-n) Big—n
puis que B,1 ;<7 est Fp-mesurable. En effet pour tout v € R, on montre que { B;1yscry <
u} € Fp. Pour cela, on établit que, pour tout ¢ > 0, {Bslsery < uf N{T <t} € F.
— sit <salors {Bslpgery SulN{T <t} ={0<u}n{T <t} =D ouQ)N{T <
t} € Ft )
—sit > salors {Bilpsery SulN{T <t} = {Bs <upn{s <T <t} u ({0 <
utN{T <s})mais {B; <u} € Fset {s<T <t} ={T <s}n{lr'<t}ekF
{T < s} € F..

[}
-+

Cette notion est développée en Section 4.2, en particulier les relations entres les diverses
filtrations Fr (Prop. 4.9).

3.7.2 Propriété de Markov

Le résultat suivant généralise la Prop. 3.14 a un changement de temps donné par un
temps d’arrét.

Théoréme 3.40 (Propriété de Markov forte) Soit T' un temps d’arrét. Alors conditionnel-
lement a {T < +oc}, le processus B défini par

T
B = Bry, — Br
est un mouvement brownien indépendant de Fr.

Démonstration : On suppose d’abord que T' < +oo ps. On prouve alors la propriété de
Markov en montrant que pour A € Fp, 0 < ¢; < --- < ¢, et F' une fonction continue
bornée sur RP, on a

E[1,F(B"....,B{")] = P(A)E[F(B,,...,B,)]. (3.6)

En effet, avec A = €, on obtient que B a les mémes lois fini-dimensionnelles que B
et il est facile de voir que B a des trajectoires presque stirement continues. Autrement
dit B est un mouvement brownien. Puis pour A quelconque, (3.6) assure que pour tout

choix 0 < t; < --- < t,, le vecteur (Bt(lT), . Bt(pT)) est indépendant de Fr, d’ou par un
argument de classe monotone B™) 1 Fp.

Pour montrer (3.6), on écrit, par continuité presque stre des trajectoires de B :

F(B",....B")
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+o0
= lim Z 1{(k71)2—"<T§k2—”}F(Bk2—"+t1 - Bkg—n, ce 7Bk2—”+tp - BkQ—n).
k=0

n——+oo

Comme F' est bornée, par convergence dominée, il vient :

E[1,F (B, ..., B{)]

A
+00

= nl—lgloo E[1al(g-1)2-n<r<iz-n) F (Bia-nit, — Bia-n, ... Bra-niy, — Bra-n)].

Pour A € Fp, I'évenement AN{(k —1)27" < T < k27"} = An{T < k27"} n{T <
(k —1)27"}¢ est F(xa-n)-mesurable donc par la propriété de Markov simple (Prop. 3.14),
on a

(Bk2_”+t1 — Bk2—”7 <oy Bk2_"+tp - Bkg—n) A O'(BT r < k2_n)

et donc

E[1al{g-1)2-n<r<rz-}F (Bra-nit, — Bra-n, ..., Bia-niy, — Bra-n)]
= P(A N {(k,’ — 1)2—n <T< kZ_n}) E[F(Bkgfn_‘_tl — Bkgfn, cey BkQ*"—&-tp — Bkgfn)}
= P(AN{(k—1)27"<T <k27"})E[F(B,,...,B)]

puisque par stationnarité des accroissements de B :
(BkZ_”—i-tl — Bk2—n7 ey Bk?‘”+tp — BkQ—n) ~ (Bt1; e 7Btp)-

Finalement, on obtient (3.6) en sommant sur k € N.

Lorsque P(T' = +00) > 0, on obtient de la méme fagon
E[Lanreto F (B, ..., BE)] = P(AN{T < +c0})E[F(By,, ..., By,)]

et le résultat cherché suit. O

3.7.3 Principe de réflexion

Une application importante de la propriété de Markov forte est le principe de réflexion.

Théoréme 3.41 (Principe de réflexion) Pour tout t > 0, notons Sy = sup,; B,. Alors si
a>0etb<aona
P(S; > a,B; <b) =P(B; > 2a — b). (3.7)

En particulier, pour chaque t > 0,
S; ~ |By|. (3.8)
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Remarque 3.42 — A chaque trajectoire brownienne dépassant le seuil a et terminant
en dega de b < a, on peut associer la trajectoire brownienne (fictive) obtenue par
symétrie autour de la droite y = a a partir de la date inf(t > 0 : B, = a). Cette
trajectoire termine alors au déla de 2a — b. Il y a ainsi une ”bijection” entre les
trajectoires browniennes vérifiant {S; > a, B; < b} et celles vérifiant {B; > 2a — b}.
Le principe de réflexion (3.7) est une formalisation de cette "bijection”.

[Dessin typique illustant le principe de réflexion].

— Le principe (3.7) implique que pour V¢ > 0, S; £ | B;|. Toutefois, attention : I’égalité
tient pour les marginales mais ne s’étend pas aux processus : 1'un est croissant,
I’autre pas.

Démonstration : Il s’agit d’appliquer la propriété de Markov forte au temps d’arrét T, =
inf (t >0:B = a). On a déja vu que T, < 400 ps. On a aussi

P(S, > a, By < b) =P(T, < 1,B, <) =F (T, <t, B3 <b—a)

puisque BET"T)Q = By_1,+1, — By, = B; — a. Pour simplifier, notons B’ = B"+), Le Théo-

reme 3.40 (propriété de Markov forte) assure que B’ est un mouvement brownien indépen-
dant de Fr,, donc de T,. Comme B’ a méme loi que —B’, on a

t t
P (Ta <,B") <b-— a) - / P(B,_, <b—a) Py, (du) = / P(—B_, <b—a) Pr, (du)
0 0

t
_ / P(Bj, > a—b) Pr,(du) =P (T, < t, B3, >a )
0

= ]P’(Tagt,Bt—CLZa—b)
P(Bt22a—b)

car ’évenement {B; > 2a — b} est contenu dans {7}, < t} (b < a implique 2a — b > a).

Pour (3.8), on utilise le principe de réflexion et la symétrie (en loi) du mouvement brownien :
P(St Z a) = ]P(St Z a, Bt Z CL) +P<St Z a, Bt < CL).

Comme {B; > a} C {S; > a}, on a P(S; > a, B, > a) = P(B; > a). Puis le principe de
réflexion (3.7) avec a = b donne

P(S; > a,B; <a) =P(B; > a) =P(—B, > a) = P(B, < —a)
en utilisant la symétrie de B. Finalement,
P(S; > a) = P(\Bt| > a),

ce qui prouve (3.8). O
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Remarque 3.43 On déduit facilement du principe de réflexion que le temps d’atteinte T, =
inf (t >0: By = a) d’un mouvement brownien du niveau a n’est pas déterministiquement
borné : pour tout C' > 0, on a

P(T, < C) = P(ts[%%} B, > a) - IP(|BC| > a) —9P(N >a/C?) <1 (3.9)
€|0,

ou N ~ N(0,1). Cependant T,, < 400 ps puisque lime_, oo P(T, > C) = limg_, 1o 2P(N <
a/C?) =0.

Soit Z une variable aléatoire réelle. Un processus (X;,t > 0) est appelé mouvement brow-
nien réel issu de Z si on peut écrire X; = Z 4+ B, ou B est un mouvement brownien issu
de 0 indépendant de Z.

3.8 Equation de la chaleur

Cette section reprend la présentation de cette équation par [EGK].

3.8.1 Origine physique

L’équation de la chaleur est 'TEDP qui décrit la propagation de la chaleur en donnant la
température 7T'(¢,z) dans un milieu en fonction du temps t et du lieu x.

Le flux d’énergie thermique J qui traverse une surface unitaire par unité de temps est
donné par la loi de Fourier :

e —k—
J ox

olt k est le coefficient de conductivité thermique du milieu (en mkgs 3K ~'). Cette loi
stipule qu'une différence de température engendre un flux d’énergie dans la direction des
températures décroissantes.
Si on calcule le gain d’énergie par unité de temps d’un volume d’épaisseur dx et de section
S, on remarque que cette puissance est égale a la différence entre le flux entrant et le flux
sortant :

aJ

P=Jx)S—J(x+dx)S cestadire P= —a—Sdac.
T

Cette puissance assimilée a cet élément de volume Sdx est supposée élever sa température
T. On pose une relation linéaire simple
orT
P=cm—
ot
ou c est la chaleur spécifique de la matiere considérée. Comme m = pSdx (ou p est la masse
volumique du milieu), on a alors

Or _oJ
PCor — T ox
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qui est ’équation de continuité d’un flux thermique d’énergie. En la combinant avec la loi
de Fourier, on obtient ’équation de la chaleur

o _ ko
ot pcox?’

Cette EDP se généralise facilement en dimension supérieure.

3.8.2 Origine mathématique

Les premieres propriétés du mouvement brownien mises en évidence par Bachelier et Ein-
stein concernent le lien entre la loi du mouvement brownien issu de z et 1’équation de
la chaleur. On note p;(z,-) la densité de la variable aléatoire qui modélise le phénomene
x + By a la date t et qui part de z a la date 0. Par stationnarité du phénomene, p;(z,y)
ne dépend de z,y que par la différence y — x. Puis, ces auteurs déduisent de la propriété
d’accroissements indépendants que la densité p(z,-) de la loi de = + B; (qui n’est pas
supposée gaussienne a priori) vérifie I’équation de convolution

/Rpt(x, Y)pn(y, 2) dy = prn(, 2). (3.10)

En effet, on écrit x + By, = © + B; + Bywn — By et on note que
— By = B, — By est indépendant de B; = B\, — By,
— six+ By =y, laloi de x + B, + By, — B, est la méme que celle de y + éh de densité
ph(@/, ')a
— on récupere la densité du tout, en intégrant par rapport a la loi de x + B, de densité
ez, ).
Bachelier conclut en montrant que I’équation (3.10) est vérifiée par les fonctions de la forme
Aje~mAI? pour lesquelles A? est proportionelle au temps ¢. Il n’envisage pas a priori d’autre
type de fonctions. Ce résultat montre la grande généralité des situations qui peuvent étre
modélisées par un mouvement brownien.

Revenons a la densité gaussienne

gtz y) =gty —x) = \/;—ﬂ exp (— (y —x)*/(2t))

qui traduit que x + B,y est la somme des variables gaussiennes indépendantes x + B; et
By p, — By. Un calcul direct montre que le noyau gaussien est solution de I’équation de la
chaleur, c’est a dire de 'EDP

gtz y) = 595,(t2,9)
3.11
{gxt,x,y) = 1y, (3:.11)

La densité gaussienne standard satisfait donc 1’équation de la chaleur par rapport aux
variables x et y. Cette propriété est étendue a une vaste classe de fonctions construites a
partir du mouvement brownien.
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Théoreme 3.44 1. Considérons la fonction

Mt%ﬂZEU®+&H=4m%%wﬂwdy

ou f est une fonction borélienne bornée. La fonction u est C°° en espace et en temps
pour t > 0 et vérifie ’équation de la chaleur

1

ui(t,r, f) = Sl (b ), u(0,2) = f(a) (312

2. Lorsque le point de départ du mouvement Xy est aléatoire avec une loi de densité
7(x), indépendante du mouvement brownien, la densité de la loi de Xo+ By est égale

aq(t,y) = [p9(t,y — x)n(x)dx et vérifie I'équation de la chaleur

Gty) = 5, (1), a(0,) = ().

Démonstration : 1) La fonction u(t,z, f) = E[f(x + By)] = [p9(t,z,y)f(y) dy est tres
réguliere pour ¢ > 0, car la densité gaussienne (le noyau de la chaleur) est C*, a dérivées
bornées pour ¢t > a. Par dérivation sous le signe intégral, on a aisément :

UQ(t,x,f)zégé(t,x,y)f(y) dy, uy,(t ) ZAgZx(t,x,y)f(y) dy.

L’équation de la chaleur (3.12) pour u(t, -, f) suit alors facilement de celle pour g(¢, x,y).

2) Supposons que la condition initiale soit aléatoire et indépendante du mouvement brow-
nien et donc de B;. La loi de Xy + B, admet une densité qui est la convolée de 7(z) et de
g(t, ). O

La formule précédente peut étre étendue sous certaines conditions a d’autres fonctions
que les fonctions bornées, par exemple pour les fonctions f(z) = e, A > 0. La fonc-
tion u(t,x,e") est la transformée de Laplace de x + B;. Des calculs gaussiens (classiques)

montrent que
U(t,x,e)") = E[eA(”Bt)} — TN

Lorsque la fonction considérée est réguliere, une autre formulation peut étre donnée a cette
relation qui jouera un role important dans la suite :

Proposition 3.45 Si f est une fonction C} en temps et C¢ en espace (c’est a dire a dériveés
bornées en temps et en espace), on a

1
wj(ta, f) = ult,w, fl+ 5 1)

soit, en intégrant, sous une forme probabiliste :

E[f(t,z + B,)] = f(0,z) + /O E[%f;’w(s, x+ By) + fi(s,x + By)] ds. (3.13)
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Démonstration : On représente la fonction u(t, z, f) de la fagon suivante

u(t, z, f) = E[f(t,z + By)] = / gt y) f(t,x+y) dy = / g(t,z, 2) f(t,2) dz
R R
ou g(t,y) est la densité de B, ~ N(0,t) et g(t,x, z) = g(t, z — ) est la densité de x + B; ~
N (x,t). Par convergence dominée, on dérive sous le signe intégral, pour une fonction f
deux fois dérivable, a dérivées bornées.

uy,(tx, f) = /g(t, y)fr otz +y)dy = u(t, x, fI)
R
= /ggx(t,x,z)f(t,z)dz (avec deux ipp)
R

u(t,x, f) = /Rg(t,x,z)fg(t,z) dz+/g£(t,x,z)f(t,z) dz

R

1 1
= u(t,z, f]) + 3 / gr (t,x,2)f(t,2)dz = u(t,z, f]) + §u(t, z, fo)
R

en utilisant que g satisfait I’équation de la chaleur. Pour avoir I’équation intégrale (3.13), il
suffit d’'intégrer par rapport a ¢ et d’expliciter les fonctions u(t, z, f/) et u(t, z, f.) comme
des espérances. O

Le mouvement brownien décentré X = x4 bt + 0B, joue un role important dans les appli-
cations. Les équations aux dérivées partielles (EDP) précédentes s’étendent sans difficulté
a partir de 'EDP satisfaite par la densité de X[

1 y — x — bt)?
gb,UQ(t7$7y> = \/meXp <_%) = g(azt,x + bta?/) = g(U2t,l’,y - bt)

Nous introduisons le générateur associé a ce processus, c’est a dire 'opérateur du 2nd
ordre défini par

1
Lygt(2) = 50%00,(x) + bl (1),

Puisque ¢(t, x,y) satisfait I’équation de la chaleur, la fonction x — g, ,2(t, z, y) vérifie

1
Orgp o2 (t,x,y) = §a2gg$(a2t, x4+ bt,y) + bg;(UQt, x + bt,y)

= Lyo2gp02(t, 2,9). (3.14)
Dans ce contexte, I’équation (3.14) remplace I’équation de la chaleur (3.11).
Proposition 3.46 1. Soit f : R — R. Les fonctions u(t,z, f) = E[f(x + bt + 0B;)] =
Je G02(t,2,y) f(y) dy satisfont ’EDP

{MMW)ZLWWmﬁ=¥WNmﬁ+M@%ﬁ .15)
w02, f) = f(x). |
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2. De plus, si f : Ry x R — R est une fonction de classe C} en temps sur R, \ {0} et
C} en espace, alors

E[f(t, X")] = f(0,z) +/OtE[Lb,02f(s,X§) + f(s,X7)] ds. (3.16)

Démonstration : L’équation (3.15) s’obtient en intégrant par rapport a f(y)dy 'EDP sa-
tisfaite par la densité g, ,2(t,z,y) considérée comme fonction de z. Puis (3.16) suit avec
des intégrations par parties comme précédemment. O

Remarque 3.47 La représentation de la solution de I’équation de la chaleur comme E[f(x+
B;)] montre que la trajectoire brownienne joue pour cette équation le méme role que les
caractéristiques, solutions d’équations différentielles du premier ordre, pour la résolution
des EDP du premier ordre. L’équation (3.15) montre que ce résultat peut étre étendu aux
EDP elliptiques a coefficients constants a condition de se référer a un MB décentré.

Un objectif important est de passer de cette formule, vraie en moyenne (en espérance), a
une formule trajectorielle. Cette étape a été amorcée par Paul Lévy dans les années 30 et
complétée par Kiyoshi [to dans les années 50. Plus précisément, Ito interprete la quantité

Tf) = f(to+ B) — f0.5) = [ 32504 B+ Fs.+ Bu)ds
0

qui mesure la différence trajectorielle entre les deux termes de 1’équation (3.13) sans prendre
I'espérance E comme une intégrale stochastique. Ce faisant, il introduit un calcul différentiel
stochastique, le calcul d’'Ito, vrai sur les trajectoires et non plus seulement en moyenne.
C’est I'objet des chapitres suivants (Chapitre 6).
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Chapitre 4

Martingales en temps continu

Dans ce chapitre, on présente les rudiments sur la théorie des martingales en temps
continu. Il s’agit de la généralisation au temps continu des martingales en temps discret
étudiées par exemple dans [JCB-martingale|. Ce sont des processus définis sur des espaces
(Q, F, (Ft)e>0, P) filtrés, c’est a dire muni d’'une filtration (F;):>0. On rappelle qu’on associe
a chaque F; les tribus Fi+ et Fy- et la filtration est dite continue a droite (resp. a gauche)
si pour tout ¢ > 0, on a F; = Fy+ (resp., pour tout t > 0, F; = F;-). Elle est dite satisfaire
les conditions habituelles si elle est continue a droite et complete (ie. contient tous les
négligeables de F).

Dans tout ce chapitre, on considere (€2, F, (F;)t>0,P) un espace filtré. On commence par
des généralités sur les filtrations en Section 4.1 et sur les temps d’arréts en Section 4.2
puis on présente la notion de martingale en temps continu en Section 4.3. On généralise
les principaux résultats rencontrés dans le cadre discret (inégalités de Doob, théorémes de
convergence, théoreme d’arrét, martingales arrétées) et on régularise les trajectoires des
martingales. On termine avec un mot sur le processus de Poisson en Section 4.8.

4.1 Filtration et processus

Définition 4.1 (Filtration) Une filtration sur un espace de probabilité (S, F) est une famille
(Fi)>0 de sous-tribus telle que pour s <t on a Fs C F;.

Si on considere un processus (X;):>p, on considere souvent la filtration canonique qu’il
engendre : F;¥ = o(X, : s <t), t > 0. Dans ce cas, il est utile d’interpréter une filtration
comme une quantité d’information disponible & une date donnée : F;X représente 'infor-
mation véhiculée par le processus X jusqu’a la date .

Une filtration est P-complete pour une mesure de probabilité P si Fy contient tous les
évenements de mesure nulle, ie. N'={N C 2:3A € F tel que N C Q et P(A) = 0}C Fo.

L’intérét d’une tribu complete vient du résultat suivant :

Proposition 4.2 Soit X =Y ps ou Y est une variable aléatoire G-mesurable, avec G com-
pléte. Alors X est G-mesurable.

63
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Démonstration : En effet, notons N = {X # Y}, négligeable, donc dans G complete. Soit
A€ B(R),ona:

X'A)=({Y e A}nN) U ({X € A} N N).

Ona ({X € A}NN) € Gear ({X € A}NN) C N et G est une tribu complete. Puis
({Y e A}nN°) eGear {Y € A} e Get N°€G. O

A une filtration (Ft)i>0, on associe For = (oo Frae €t Fio = Voo Fr—e.
La filtration (F;);>0 est dite continue a droite si pour tout ¢ > 0, on a F; = F;+, continue
a gauche si pour tout t > 0, on a F; = F;-.

Dans la suite, on dira qu’une filtration satisfait les conditions habituelles si elle est complete
et continue & droite. C’est le cas de la filtration brownienne (F/);>o donnée par FP =
o(Bs: s <t),cf. Prop. 3.16.

Etant donnée une filtration quelconque (Fi)t>0, on peut toujours en considérer une satis-
faisant les conditions habituelles en ajoutant a F;+ la classe des P-négligeables de F. Il
s’agit de 'augmentation habituelle de (F;):>.

On note Fp = \/t20 Fi=o0 (UtZO .7-—t) la tribu limite de la filtration (F;):>o.

Définition 4.3 (Processus et mesurabilité)
(Adapté) Un processus (X;)i>o est dit adapté si pour tout t > 0, X; est Fi-mesurable.

(Mesurable) Un processus (Xi)i>o est dit mesurable si l’application suivante est mesurable :

R xQBRy)®F) — R
X'{ ) — X,(w).

(Progressif) Un processus (Xi)i>o est dit progressif (ou progressivement mesurable) si pour
tout t > 0 ['application suivante est mesurable :

(0, x B0, ) ®F) — R
X'{ (5,0) — X,(w).

Définition 4.4 (Tribu progressive) La famille des ensembles A € B(R,) ® F tels que le
processus Xy(w) = 14(t,w) est progressif est appelée la tribu progressive. On la note Prog.

Un processus est donc progressif s’il est mesurable par rapport a la tribu progressive Prog.
L’intérét d’un processus progressif vient de ce que, estimé en un temps d’arrét, il est
mesurable pour la tribu associé au temps d’arrét, cf. Prop. 4.12 et aussi Remarque 4.13.

Exemple 4.5 — Un processus X est adapté par rapport & sa filtration naturelle FX.
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— Soit 0 < t; < --- < t, et hy,..., h, des variables aléatoires telles que h; est Fi,-
mesurable pour chaque 1 < ¢ < n. On pose ty = 0 et t,,1 = +00. Les processus
suivants sont progressifs :

X = Z hil[t’i7ti+1[ et Y = Z hil]ti7ti+l]'
=0 1=0

En effet, étant donné B € B(R), on a :

n

{(s,w) €[0,¢] x Q: X (w) € B} = U (ts, tia [0, 1]) x {w € Q: hi(w) € B}

G‘Fti

€ B(0,1) ® F,

n

{(s.w) €[0,] x Q:Yi(w) € B} = | (i tia] N[0,4]) x {weQ:hw) € B}

J/

E»/—'ti
€ B([0,t]) ® F,

puisque {w €Q:hi(w) € B} € Fi, C Fylorsque t; <tout; <t.

Proposition 4.6 (Adapté, mesurable, progressif)

(1) Un processus progressif est adapté et mesurable.
(2) Un processus adapté et a trajectoires continues a droite ou continues a gauche est
progressif.

(3) Un processus mesurable et adapté admet une version progressive

Remarque 4.7 Pour un processus a trajectoires continues (a droite ou a gauche), il y a
donc équivalence entre étre adapté et progressivement mesurable.

Démonstration : 1) Soit X un processus progressif. Il est adapté car X; = X o4y ou
i w € (Q,F) — (t,w) € ([0,t] xQ, B([0,t]) ® F;) est mesurable puisque pour B € B(]0,t])

et Ae F;:
_ A siteB
Ztl(BXA):{@ Slt%B}EFt

Puis X est mesurable car un processus est mesurable si et seulement si pour tout ¢ > 0,
(s,w) — Xs(w) est mesurable sur [0,f] x Q muni de B([0,t]) ® F : en effet, pour tout
borélien B € B(R, )

— si X est mesurable alors pour la restriction X4, on a :

(Xjo) (B) = X1(B) N([0,1] x Q) € B([0,]) ® F;
EB(R4)RF
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— si les restrictions Xjjp 4 sont mesurables alors :

x(B) =/ (X—l(B) M ([0,4] x Q)> = | Xipo) ' (B) € BR.) ® F.
car (Xjo.)" (B) € B([0,1]) © F C B(R,) ® F.

2) On traite le cas d’un processus X a trajectoires continues a droite (le cas de la continuité
a gauche est analogue). Soit ¢ > 0 fixé. Pour chaque n > 1, on définit (Xs(n) )sefo,] Par

X" = Xy pours € [(k— )t/n, kt/n], et XM= Xx,.

Par la continuité a droite, on a pour lim, . Xs(n)(w) = Xs(w) pour chaque w €
et s € [0,t] et il suffit de montrer que l'application (s,w) € [0,] x Q > Xs(n)(w) est
(B([0,t]) ® F;)-mesurable pour chaque n > 1.

Pour cela, pour un borélien B € B(R), on a

n

{(s,w) €[0,1] x Q: XM(w) € B} = ({t} x {X; € B}) U U ([

lt/{:t
n

[ {th € B})

avec [(k L)t V2 e B([o, t}) et {Xupm € B} € Fiyn C Fi, {Xy € B} € F; si bien que
{(s, ) 0,4 x Q: XM (w) € B} € B([0,]) ® F; justifiant la (B([0,t]) ® F;)-mesurabilité
de X™ puis, a la limite, celle de X.

3) Résultat admis, du a Chung et Doob, cf. [DM]). O

4.2 Filtrations et temps d’arrét

Dans cette section, on rappelle et développe la notion de temps d’arréet du cadre temps

discret (T" = N, pour lequel on renvoie a [JCB-martingale|) au cadre temps continu (7' =
R,).

Définition 4.8 (Temps d’arrét) Une wvariable aléatoire T' a valeurs dans [0,+o0] est un
temps d’arrét si pour tout t >0 on a {T <t} € F;.

A un temps d’arrét T', on associe les tribus suivantes :

Fr = {AcFu :Vt>0,AN{T <t} € F}
Fro = {AeFo:Vt>0,An{T <t} € 7}
Fr- = U({AO{T>t}:tZO,A€ft})-

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

Proposition 4.9 (Propriétés des temps d’arrét et de leurs tribus associées)
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1. On a toujours Fr— C Fpr C Fr+. St la filtration est continue a droite Fr = Frp+.

Une variable aléatoire T : @ — R, est un (Fut )0 temps d’arrét si et seulement si
pour tout t > 0, {T < t} € F;. Cela équivaut encore a dire que T At est Fy-mesurable
pour tout t > 0.

3. SiT =t alors Fr = F, Fr+ = Fi+ et Fp- = F—.
4. Pour A € Fy, posons TA(w) = T(w) si w € A, +oo sinon. Alors A € Fr si et

seulement si T4 est un temps d’arrét.

5. Le temps d’arrét T est Fr-mesurable.

6. Si S <T sont deux temps d’arrét alors

Fg C JT"T, fs, C fT,’ fer C Fr+.

7. Soit T temps d’arrét et S une variable aléatoire Fr-mesurable telle que S > T. Alors
S est aussi un temps d’arrét.

8. Pour S, T des temps d’arrét, SAT et SV'T sont des temps d’arrét et Fsar = FsNFr.
De plus {S < T} € Fopr, {S =T} € Fsnr.

9. St (Sp)n>1 est une suite croissante de temps d’arrét alors S = lim,, 1o S, est aussi
un temps d’arrét et Fg- = \/, o Fg-.

10. Si (Sp)n>1 est une suite décroissante de temps d’arrét alors S = lim, o Sy est
aussi un temps d’arrét de (F+ )0 et For = [\,51 Fat-

11. 8i (Sp)n>1 est une suite décroissante stationnaire de temps d’arrét (ie. Vw, AN (w),
Vn > N(w), Sp(w) = S(w)) alors S = limy, o0 S, est aussi un temps d’arrét pour
(Ft)iz0 et Fs =(,51 Fs, (comparer avec 10)).

Démonstration :

1) Pour A € F;, soit AN{T >t} € Fp-. Alors AN{T >t} € F et pour s >0

(AN T >thHn{T <s}=An{t < T < s}) € F,

carsis <tona{t<T <s}=0,tandisquesi s >talors {t <T < s} ={T <t}N{T <
s} € Fset A€ Fp C Fs. Ainsi AN{T >t} € Fr. Soit maintenant A € Fr alors

An{T <ty = JAn{T <t-1/n}) € \| Frum C F,

n>1 n>1

on a donc A € Fr+ et Fr C Fp+. Puis si la filtration est continue a droite et A € Fp+

alors

AN{T <t} = (YAN{T <t+1/n} € [ Fivipn = Fir = Fo,

n>1 n>1

c’est a dire A € Fr et donc Fr+ C Fr.
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2) Soit T est un (F+)i>o-temps d’arrét alors

(T <ty=|J{T <t—1/n} € \/ Foeiny C T

n>1 n>1

car pour chaque on a n : F_1/m)+ C F;. Réciproquement, si {T" < t} € F; alors

(T <ty=({T <t+1/n} € () Frripn=Fir.

n>1 n>1

Puis si T'At est F-mesurable alors pour tout s > 0, {T'At < s} ={T < s}U{t < s} e F.
Mais pour s < t, cela garantit donc {1' < s} € Fy, ie. {T' < s} € (o, F¢ = Fst, Cest a
dire T est un temps d’arrét pour (Fi+)i>o. Réciproquement, si 7' est un temps d’arrét pour
(Fi+ )i>0, alors pour tout s > 0,ona {TAt < s} ={T < s}U{t <s} ={T <s} € Fe+ C F
sis<tet=0Q¢& F+ sit<setdoncT At est bien F-mesurable.

3) Soit T' =t alors A € Fr si et seulement si pour tout s > 0 on a AN{t < s} € F,. Pour
s < tonabien ) € F, et pour t < s, il faut A € F,. En particulier, il faut A € F;. La
réciproque est claire.

Lorsque T'=t,on a A € Fr+ si et seulement si pour tout s > 0 on a AN{t < s} € F;. Pour

s <t on a bien () € F; et pour s > t, il faut A € F,. En particulier, il faut A € (., Fs =

Fi+. Pour la réciproque, observer que quand t < s,on a AN{t <s}=A € F+ C Fs.
La tribu Fpr- est constituée des AN{T > s} pour A € F,. Comme T' =1 :si s >t cet
ensemble est vide ; si s < t, cet ensemble est A € F,. On a donc Fp- = 0<U5<t ]—"5> = Fi-.

4) On a A € Fr si et seulement si pour tout ¢t > 0 : AN{T <t} € F,. Mais AnN{T <
t} = {T4 <t} ce qui permet de conclure.

5) On a {T < s} € Fr pour tout s > 0 car pour tout ¢t >0 :

{T<s}nN{T <t} ={T <tAs} e Fins CFi

6) On considere S < T'. Soit A € Fg, alors
AN{T <t} =(An{S<t})n{T <t} € F.
car AN{S <t} € F, (A€ Fg) et {T <t} € F. Ainsi, A € Fr et donc Fg C Fr.

De méme pour A € Fg+, alors

An{T <t} =(An{S <t})n{T < t} € F.

car AN{S <t} € F, (A€ Fs+) et {T <t} =,-{T <t—1/n} € F puisque
{T<t—1/n} € Fi_1)n C Fi. Ainsi, A € Fr+ et donc For C Fre.

Enfin un ensemble de Fg- est de la forme AN {S > t} pour A € F; et t > 0. Comme
S < T, on peut réécrire cet ensemble de Fg- :

An{S>t}=(An{S>t})n{T >t}
—_———

eFt
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avec AN{S >t} € F, puisque A € Fret {S >t} ={5 <t}° e F. Lensemble AN{S >t}
est donc dans Fp- et on a Fg- C Fp-.

7) Comme S est Fpr-mesurable, on a {S <t} € Fr et donc puisque 7' < S :

(S<ty={S<tin{T <t} eF.

8) Pour des temps d’arrét S, T quelconques, on a

(SAT <t} = {S<tul{T<tleF
(SVT <t} = {S<t}n{T <t}eF.

Comme SAT <T,S, on a facilement Fg.r C Fs N Fr. De plus, si A € Fg N Fr, alors
AN{SAT <t} =(An{S<tHU(An{T <t}) e F,
d’ou A € Fsar. Puis pour ¢t > 0, on a

{S<TIN{T <t} = {S<yn{T <t}H)nN{SAt<TAt} e F
{S<TIN{S <t} = {SAtSTA}n{S<t}eF
car SAt et T'At sont Fi-mesurables d’apres 5) et 6) (SAt <t donc S At est Fi-mesurable)
donc {S At <T At} € F,. Finalement, cela garantit {S < T} € Fs N Fr = Fsar-
Par symétrie, on a aussi {S > T} € Fgar et donc {S =T} ={S <T}n{S>T} € Fsnr.

9) Comme S, /S, ona{S <t} =(),~,15 <t} € F, ce qui assure que S est un temps
d’arrét. Comme S,, < S, par 6), on a ]-"S;_ C Fs-etdoncV/, o, Fg- C Fg-. Réciproquement
un ensemble de Fg- s’écrit AN{S >t} pour A € F et {S >t} =J,-,{% >1t}. On a
donc -

AN{S >t} = J(ANn{S, > t}),

n>1

avec ANA{S, >t} € Fg-,ona AN{S >t} € U5, Fs: C V,>1Fs., ce qui prouve
Fs- C Vs Foo et Iégalité souhaitée. - -
10) Comme S, N\, S, on a {S <t} = 5, {8 <t} € Fpr car {S, <t} =[5, {5 <
t+1/p} € 1 Frrrp = Frr et donc S est un (Fy+)-temps d’arrét par 1). Puis comme
S < Sy, onaFgr C Fgr par6) et done Fg+ C (1,5 Fgr- Réciproquement si A € [, Fg+
alors AN{S, <t} € F, pour chaque n > 1et -

An{S <t} =JAn{S. <t}) e F,

d'ott A € Fg+ et Fg+ = ngl }—Sﬁ'

11) On considere maintenant S,, N\, S mais la suite (5,,),>1 devenant stationnaire. D’abord,
S est un (F;)-temps d’arrét car la suite étant décroissante stationnaire :

{s<tp=Uls.<trer.

n>1
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Puis comme S < 5,, par 6), on a immédiatement Fg C [),5, Fs, et pour A € (1,5, Fs,,

An{s <t} =JAn{S. <t}) e F.

n>1

D’ou A € Fg et ﬂnZI Fs, C Fs puis I'égalité souhaitée. O

Proposition 4.10 Une variable aléatoire Y : 2 — R est Fp-mesurable si et seulement si,
pour tout t > 0, Y1ir<y est Fi-mesurable.

Démonstration : En effet si la condition est vérifiée alors pour B € B(R), on a {Y €
B}y {T <t} = {Ylyr<yy € B} N{T <t} € F, donc {Y € B} € Fp puisque Y1ip<y est
Fr-mesurable et {T' <t} € F;. On a donc {Y € B} € Fr et Y est Fpr-mesurable.

Ensuite, si Y est Fr-mesurable, alors
{Ylir<p € B} =({Y e B}n{T <t}))U({0 € B} N{T > t}) € F,,

car {Y € B} n{T <t} € F. O

Proposition 4.11 (Approximation de temps d’arrét) Soit T un temps d’arrét. On pose
T, = ([2"T] 4+ 1)27", ie.

+oo
kE+1
Tn - Z omn 1{k2*"<T§(k+1)2*n} + (—l_oo)]-{T:—i-oo} (41)
k=0

Alors la suite (T),)n>1 forme une suite de temps d’arrét qui décroit vers T

Cf. aussi Prop. 3.37 au Chapitre 3.

Démonstration : D’abord on montre que 7, est un temps d’arrét en appliquant la Prop. 4.9-
7).OnaT,=(2"T]+1)27" > (2"T")2~" = T. Puis, on montre que T;, est Fr-mesurable
en établissant que pour tout u > 0, on a {7,, < u} € Fr. Pour cela il faut voir que pour
tout ¢ > 0, on a {T,, <u} N{T <t} € F;. Mais

" [2nu]—1
k=0
[2"u]—1 n
el - e
et 2n 2n 2n

On a donc
[2"u]

2n
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Par la Prop. 4.9-7), les variables aléatoires (7},),>1 sont donc bien des temps d’arrét.
Puis la suite (7},),>1 décroit car si T, = (p + 1)27", c’est que

Tep2™ (p+1)2"[=[2p)2" " 2+ 127" U [@2p+1)27" 1, (2p+2)27" 1,
et Thyr = (2p+ 127" (si (2p)27" P <T < 2p+1)27" Y ouT, = 2p+2)27"" (si
(2p+1)27" 1 < T < (2p+2)27 Y, soit dans tous les cas Ty < T,. On adonc T}, \, 7. O

Le résultat suivant justifie I'intérét de la notion de progressivité : 'estimation en un temps
d’arrét T" d’un processus progressif est Fr-mesurable :

Proposition 4.12 Soit X un processus progressif et T' un temps d’arrét. Alors Xolire oo
est Fp-mesurable.

Démonstration : On obtient la mesurabilité de Y := X717 ) en appliquant la Prop. 4.10.
Pour cela, on montre que pour tout ¢ > 0

Y1y = Xolir<y = Xoadlyr<y
est Fi-mesurable. Mais Xr,; est la composition des deux applications

{(Q,]—}) = (bgxQB(0.her) {([0,t]><9,8([0,t])®ﬂ) - R
w = (T(w) A t,w) (s,w) = Xg(w).

La premiere est mesurable car pour B € B(R) et A € F; :
(TAt,w) (Bx A)=AN(TAt)(B) e F

en utilisant que T' At est Fi-mesurable (Prop. 4.9-2). La seconde est mesurable par défini-
tion de X progressif. I en résulte que Xrp, et donc aussi Xpa1ir<sy, est Fi-mesurable.
La Prop. 4.10 conclut. O

Remarque 4.13 Dans la Prop. 4.12, il est nécessaire (a priori) de considérer Xplipc oo}
plutot que X7 tant que X, n’est pas définie. Par contre si la variable aléatoire X, est dé-
finie et est Fo-mesurable alors Xr est Fr-mesurable. En effet, comme X7 = X710 ooy +
X711 tooy avec Xrlipo ooy Fr-mesurable par la Prop. 4.12, il reste a voir que X7r1ir— )
est aussi Fr-mesurable, mais comme X7lir—,o31ir<y = 0 cela découle encore de la
Prop. 4.10.

4.3 Définition et exemples de martingales en temps continu

Définition 4.14 (Martingale) Un processus (Xi)i>o adapté par rapport une filtration (F;)i>o
et tel que pour tout t > 0, X, € L' est appelé
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— une martingale si pour s <t : E[X;|Fs] = X, ;
— une sur-martingale si pour s <t : E[X|Fs] < X ;
— une sous-martingale si pour s <t : E[X;|F,] > X;.

Une martingale est, en moyenne, constante, tandis qu’une sur-martingale est, en moyenne,
décroissante et une sous-martingale, en moyenne, croissante. Ainsi, on peut considérer
qu'une sur-martingale est une généralisation aléatoire d’une fonction décroissante tandis
qu'une sous-martingale est une généralisation d’une fonction croissante. Dans la suite, on
considere souvent des martingales a trajectoires continues a droite, d’apres la Prop. 4.6
elles seront progressivement mesurables.

Proposition 4.15 Soit (X;);>o une martingale (resp. une sous-martingale) et soit  : R —
R une fonction conveze (resp. convexe croissante). On suppose que o(X;) € L' pour tout
t > 0. Alors (p(X¢))i>0 est une sous-martingale.

Démonstration : En effet, d’apres I'inégalité de Jensen (pour I’espérance conditionnelle),
on a, pour s < t,

g

En appliquant cette remarque & la fonction convexe croissante x — x*, on montre que si
(X})¢>0 est une sous-martingale alors (X;");>0 aussi. En particulier, on a pour s € [0,1] :
E[X[] < E[X,]. D’autre part, puisque X est une sous-martingale, on a pour s € [0,1],
E[Xs] > E[X0]. En combinant ces deux inégalités et en utilisant |z| = 2z% — x, on trouve
la borne
sup E[|X,]] < 2E[X;"] - E[X]. (42)
s€[0,t]
En changeant X en —X, la borne reste valable pour une sur-martingale et on a alors
prouvé :

Proposition 4.16 Soit (X;);>0 une sous-martingale, ou une sur-martingale, ou une mar-
tingale. Alors pour tout t > 0, on a supyep EUXSH < +00.

4.4 Inégalités pour martingales en temps continu

Dans cette section, on généralise au cadre du temps continu (7' = R, ) plusieurs inégalités
déja connues dans le cadre du temps discret (7' = N) quand les (sur/sous)-martingales sont
a trajectoires continues a droite. Pour cela, I'idée générale est de considérer un ensemble dé-
nombrable dense D qu’on voit comme limite de parties finies croissantes D,, = {t1,...,t,}.
On applique les résultats discrets aux restrictions a D, = {t1,...,%,}. En passant a la
limite (convergence monotone avec D,  |J,-; Dn = D), le résultat s’obtient pour les
restrictions & D. Comme D est dense dans R, la continuité (& droite) permet de lever la
restriction ¢ € D et d’obtenir le résultat pour tout ¢ € R,.
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Systématiquement, on commence par rappeler les résultats principaux pour des martingales
discretes pour lesquels on renvoie a [JCB-martingale].

Inégalité maximale de Doob

On rappelle I'inégalité discrete :
Soit (Y,)nen une sous, sur-martingale ou martingale discréte. Alors pour tout x > 0 et
n >0, ona

) < EIGl)+ 260%)

]P’(max\Yk] >
x

k<n

(4.3)

On considere maintenant une sous-martingale (X¢)¢>o en temps continu. Soit ¢t > 0 fixé.
Pour toute partie finie {0 =ty < t; < to < .-+ < t, = t} de [0,t], on peut appliquer
cette inégalité a la sous-martingale en temps discret Y, = X;, , &£ > 0, par rapport a la
filtration (F;,,, )k>0. L'inégalité discrete (4.3) donne

El| X, 2E[| X
IP’( sup | Xs| > x) = ]P’(max]Yk\ > 91;) < [Xol] + 2] tH (4.4)
te[0,]N{t1,..tn} k<n x

Etant donné un sous-ensemble D dénombrable de R, et contenant ¢, on écrit D comme une
limite croissante (pour Uinclusion) de parties finies D,, = {0 <t} <ty < --- < t,} U {t}.
La suite (supyejo 4np, [Xs|)n>1 est alors croissante et converge vers sup (o ynp | Xs|- Puis la
suite d’évenements ({ SUDsefo,4nD, | Xs| > x})n>l est croissante et d’union

U{ sw X[z} ={ swp [X]>2}.

W3y s€0,nDy s€[0,t)nD

En passant a la limite par convergence monotone des probabilités dans (4.4), on a :

E[|X 2E|| X
]P’( sup | Xs| > x) < [ Xol] + 2] tH (4.5)
s€[0,tjND x

Si on suppose en plus que les trajectoires de X sont continues a droite alors en prenant D
dense contenant ¢, on a supyci ynp | Xs| = supsep [Xs| ce qui justifie qu’on peut prendre
SUDgefo |Xs| dans (4.5) et on a alors montré :

Proposition 4.17 (Inégalité maximale de Doob) Soit (X;);>¢ une sous, sur-martingale ou
martingales dont les trajectoires sont continues a droite. Alors

) < EllXol] + 2E[IX,]] _ 35uPscioq Bl X]]

P( sup |X,| > 2

s€[0,t]

; ; (4.6)
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Inégalité de moment de Doob

Dans le cadre du temps discret, cette inégalité affirme :
Soit (Yy)nen une martingale en temps discret telle que Y, € LP pour p > 1 (on note q le
conjugué de p satisfaisant }—17 + % =1). Alors pour tout n >0 on a :

|sup adl| < alall (4.7)
k<n p

En raisonnant comme précédemment, on a un résultat analogue pour une martingale en
temps continu :

Proposition 4.18 (Inégalité de moment de Doob) Soit (X;);>¢ une martingale dont les tra-
jectoires sont continues a droite avec X; € LP pour tout t > 0 alors, avec ]l) + % =1,

sup | X
s€[0,t]

< q[[Xellp- (4.8)

p

Démonstration : Soit ¢ > 0 fixé. Pour toute partie finie {0 =ty < t; <ty <--- <t, =t}
de [0, ], on peut appliquer 'inégalité de Doob discrete (4.7) a la martingale discrete Yy, =
Xtennr k>0, par rapport a la filtration F,, , k > 0.

En considérant une partie D dénombrable de R, contenant ¢, on peut I’écrire comme limite
croissante de parties finies D, = {0 <t; <-.- <t,} U{t} et on a pour chaque D, :

sup | X
s€[0,6]N D,

< q [ Xelp- (4.9)

p

Comme D, /U5 Dn = D et supe(o 4, [Xs| /* $UDsepognp [ Xs|, lorsque n — +oo, par
convergence monotone, on a

sup | X
s€[0,tjNnD

sup | X
s€[0,¢jNDy,

N n — +0o00,
P

)
p

et en passant a la limite dans (4.9), on a

sup | X
s€[0,tjnD

< ql| Xillp- (4.10)

p

Lorsque le processus X a ses trajectoires continues a droite, en prenant D dénombrable
dense dans Ry, on a sup,e(g 4np [ Xs| par supyep [ Xs| et (4.10) s’éerit (4.8). O
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Nombre de montées

Si f est une fonction définie sur une partie 7' de R, et si a < b, le nombre de montées de
f le long de [a, b], noté M C{ (1), est le supremum des entiers k tels que 'on puisse trouver
une suite croissante de T, s; < t1 < 59 < tg--- < s < tg, avec f(s;) < a, f(t;) > b.

[Dessin typique des montées]

Pour une sous-martingale discrete (Yy,),>0, on a :

B[ ([0.n])] < 5

—a

E[(Y, —a)*]. (4.11)

On en déduit comme précédemment le résultat suivant dans le cadre du temps continu :

Proposition 4.19 (Nombre de montées) Soit (X;)i>o une sous-martingale. Si D est un
sous-ensemble dénombrable de R, on a pour tout a < b :

E[MS([0,t)nD)] < ﬁE[(Xt —a)*]. (4.12)

Remarque 4.20 Attention pour ce résultat, méme en supposant le processus X a trajec-
toires continues, on ne peut pas prolonger la borne par continuité puisque la fonction
te Ry — MY([0,1]) € N est a valeurs entiéres et donc non continue.

Démonstration : Pour toute partie finie {0 =ty < t; <ty <--- <t, =1t} de [0,], on peut
appliquer 'inégalité discrete (4.11) sur le nombre de montées a la sous-martingale discrete
Y, = Xi,,,,, k>0, par rapport a la filtration (F,,  )k>o-

On écrit D = {J,~; D ot D, = {t1,...,t,} U{t}, n > 1 forme une suite croissants de
parties finies contenant t. Pour chaque D,,, on a alors :

1

b—a
Comme D,, /' J,;»; Dn = D lorsque n — 400, on a

E[MY([0,4]ND,)] < E[(X; —a)*]. (4.13)

M2,([0,4) N D,) /M, <[o,ﬂ nJ Dn) = MX([0,£]N D)

n>1

et on obtient (4.12) en passant a la limite dans (4.13) par convergence monotone. O

4.5 Régularisation de trajectoires

Avant de donner des théoremes de convergence pour les martingales en temps continu dans
la Section 4.6, on rappelle les résultats du cadre en temps discret (voir [JCB-martingale]).
[Is permettent d’abord de donner dans cette section des conditions de régularisation des
martingales (existence de versions a trajectoires continues ou cadlag).
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Proposition 4.21 (Convergence des martingales discrétes)

(1) Soit (Yy)nen une sous, sur-martingale ou martingale bornée dans L*. Alors Y, — Y
ps et Yy, € L.

(2) Une sur-martingale positive converge ps.

(3) Soit (Yp)nen sous-martingale. Alors (Yy,)nen est uniformément intégrable si et seule-
ment si (Yy)nen converge ps et L.

(4) Si (Yn)ne-n est une sous-martingale rétrograde (ie. indéxée par —N : F, C Fniq et
Y, < E[Y,11|Fn] pourn < 0) et telle que sup,, <o E[|Ya|] < +o00 alors la suite (Yy,)n<o est
uniformément intégrable et converge ps et dans L' quand n — —oo vers une variable
Z telle que Z < E[Y,|F_], ot par définition F_o := (), Fn-

En appliquant ces résultats en temps discret a des (sous-)martingales en temps continu,
on a:

Proposition 4.22 (Limites a droite et & gauche) Soit (X;);>0 une sous-martingale et D un
sous-ensemble dénombrable dense dans R,. Alors pour presque tout w € 2, Uapplication
s € D— X (w) € R admet en tout t € Ry une limite a droite le long de D finie, notée
X+ (w), et en tout point t € RY., une limite a gauche le long de D, notée X;-(w).

Démonstration : C’est une conséquence de I'inégalité maximale de Doob (4.6) et de celle sur
le nombre de montées (4.12). En effet, pour T’ > 0 fixé, on a d’abord, sup,¢(o 7jnp | Xs| < 400
ps car 'inégalité maximale de Doob (4.6) assure

lim IP’( sup | Xl Zac) = 0.

T—=+00 N 5¢(0,T)ND
Ensuite, I'inégalité sur le nombre de montées (4.12) montre que ps pour
Va,b € Q, avec a < b, on a M, ([0,T] N D) < +oc.

(D’abord pour tout a < b rationnels presque sirement, puis presque surement pour tout
a < b presque surement.) Finalement, s — X (w) est bornée sur [0,7] N D et pour tous
a < b rationnels, ne fait qu'un nombre fini de montées le long de [a, b]. La Prop. 4.22 s’en
déduit puisque si, par exemple une fonction f : [0,7] — R n’a pas de limite a gauche finie
en t €]0,7], on peut choisir a < b rationnels de sorte que

liminf f(s) <a <b<lims s),
o /(5 msup /(o)

et on obtient que M[]; 7b}( [0,7] N D) = +o0, ie. f a un nombre infini de montées le long de
la,b] sur [0,¢] N D. O

Corollaire 4.23 (sur le processus (X;+)t > 0) Soit (X;)i>0 une sous-martingale.
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(1) Pour toutt € Ry, on a X+ € L' (F+), ie. X+ est Fyr-mesurable et X+ € L.

(2) Pour tout t € Ry, on a Xy < E[X+|F:] ps avec égalité si la fonction t — E[X;] est
continue & droite (par exemple, si (X¢)i>o est une martingale).

(3) De plus, le processus (Xy+)i>o est alors une sous-martingale par rapport a la filtration
(Fi+ )e>0 et méme une martingale si X en est une.

Démonstration : 1) Pour que X;+(w) soit définie pour tout w € Q et pas seulement sur
I'ensemble de probabilité 1 ou la limite existe, on prend X+ (w) = 0 sur I'ensemble Fy+-
mesurable et de probabilité nulle ot la limite en ¢ le long de D n’existe pas.

La variable aléatoire X+ est F;+-mesurable : en effet, en fixant u > ¢, pour s € [t,u], X, est
alors F,-mesurable et comme X+ = limge ¢ X est limite de telles variables aléatoire,
on a aussi que la F,-mesurabilité de X;+. Comme cela est vrai pour tout v > t, X;+ est
finalement mesurable par rapport a (1),., Fu = Fi+.

De cette fagon, la variable aléatoire X+ (w) est bien définie pour tout w € ) et reste
Fi+-mesurable (en supposant la filtration complete).

Pour 'intégrabilité, on choisit une suite (¢,),>0 de D qui décroit vers ¢ fixé. Par construc-
tion, on a X+ = lim,, 1o Xy, ps. Pour £ <0, on pose Y}, = X, , et Gy = F;_,. Comme la
suite (t,)n>0 décroit, on a t_p <t_j_; et :

— Gr=Fi_, CFi_,_, = Grt+1 : (Gk)r<o est bien une filtration indéxée par —N,

— (Yk)r<o est bien une (Gy)-sous-martingale rétrograde :

E[Yk+1|gl€] = ]E[Xt—k—1|]:t—k] > Xt—k = Y;ﬁ

puisque t_j_1 > t_j et X est une sous-martingale.
Comme par la Prop. 4.16

] = sup E[X]] <+oo,

s€[0,t0]ND

sup E[|V;|] = sup E[| X,
k<0 n>0

le résultat discret (cf. 4 ) de la Prop. 4.21) assure que la suite (Y} )r<o = (X4, )n>0 converge
dans L', dans ce cas nécessairement vers X,+. On a donc en particulier X;+ € L.
2) Grace a la convergence L', on peut passer a la limite dans I'inégalité de sous-martingale

(pour t, > t) X; < E[X,|F:] et obtenir

Toujours grace a la convergence X, EN X+ dans L, on a E[X;+] = lim,,_,, o E[X},] et donc
si la fonction s — E[X] est continue a droite, on doit avoir E[X;+] = E[X;]. L’inégalité
précédente (4.14) n’est alors possible que si X; = E[X,+|F;] ps.

3) Par 1), le processus (Xy+)i>0 est (Fi+)-adapté et intégrable. Il reste a établir la propriété
de sous-martingale pour (X;+)i>o :

X,, <E[Xu|Fr] Vs<t. (4.15)
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Etant donnés s < t, on considere des suites (S,)n>0 €t (tn)n>0 de D qui décroissent res-
pectivement vers s et t. Comme s < t, on peut supposer s, < t, pour tout n > 1. Alors
(X, )n>1 converge vers X+ dans L', et donc, si A € For C Fy+,
E[X.14] = lim E[X, 14] < lim E[X, 14] = E[Xi14] = E[E[X;+|Fet]1a]  (4.16)
n—-+00 n—-+00
ou on utilise 'inégalité de sous-martingale E[X;, 14] < E[X,, 14] pour s, < t,. L'inégalité
(4.16) entraine (4.15).

Enfin, si X est une martingale, on peut remplacer dans le calcul précédent 'inégalité
E[X,,14] < E[X;,14] par une égalité E[X;, 14] = E[X},14] et obtenir la propriété de mar-
tingale pour (Xy+)i>0. O

Théoréme 4.24 (Régularisation de martingale) On suppose que la filtration (Fi)i>o0 Sa-
tisfait les conditions habituelles. Soit X = (Xi)i>0 une sous-martingale dont la fonction
espérance t — E[X,] est continue a droite. Alors le processus X admet une modification qui
est aussi une (Fy)-sous-martingale et dont les trajectoires sont cadlag (continues a droite
avec des limites a gauche en tout point).

Démonstration : On fixe D un ensemble dénombrable dense dans R, et on applique la
Prop. 4.22. D’apres ce théoreme, il existe un ensemble N négligeable tel que pour w & N,
I'application s € Ry +— X (w) admet des limites le long de D a droite en tout ¢t > 0 et a
gauche en tout ¢ > 0. On pose alors

v — X+ (w) stiwgN
10 siwe N.

Les trajectoires de Y sont continues a droite et avec des limites a gauche pour tout w € Q :
siw € N, c’est immédiat, tandis que si w &€ N alors pour t > 0 et ¢ > 0, on a

Y_IY_lX_llX_lX =X+ =Y,
t+ 1{11 t+h A (¢4 p)+ 1{%5{% t+h+6 1{11 t+n = At t

en posant n = h 49 \ 0 et

Y, = }111{‘%}/; h= }111{(% X(t—n)+ = }lzlgl (151{% Xt phis = hm X, existe
car la limite itérée limp\ o lims\ o revient a prendre lim,\ o avec n = h — 0 N\, 0 car 6 N\, 0
avant h N\ 0.
On a alors
Xt = E[Xt+|ft} = ]E[Xt+|]rt+} = Xt+ = }/;5 Ps

ou la premiere égalité vient de 1) de la Prop. 4.22 la deuxieme de Fi+ = F; (par hy-
pothese de conditions habituelles satisfaites par la filtration (F;);>0) et la troisieme de
Fi+-mesurabilité de X+ (Corollaire 4.23-1). Ainsi le processus Y est une modification de
X. Comme la filtration (F);>o est complete, Y; est Fi-mesurable (Prop. 4.2). Enfin, d’apres
le Corollaire 4.23-3), le processus Y est une (F;)-sur-martingale. O
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4.6 Théoremes de convergence

Dans cette section, la notion d’uniforme intégrabilité est importante. On renvoie a un cours
de probabilités de base pour la définition de cette notion et ses principales propriétés, cf.
par exemple [JCB-proba] ou [JCB-martingale].

Théoréme 4.25 (Convergence ps de martingales) Soit X = (X;);>0 une sous-martingale
bornée dans L' et a trajectoires continues continues a droite. Alors il existe une variable

aléatoire X, € L! telle que
lim X; =X ps (4.17)

t——+o0

Remarque 4.26 1) Ce résultat de convergence reste vrai pour des sur-martingales ou mar-
tingales continues a droite, il suffit de changer X en —X, ce qui ne modifie pas les
hypotheses a vérifier dans le Th. 4.25.

2) Une sous-martingale (X;);>q est bornée dans L' si et seulement si sup,», E[X;"] < +o0.
En effet, comme E[X,] > E[X;], on a E[X,] + E[X, ] > E[X;"]. T vient

E[X,] <E[IX]] = E[X,"] + E[X,] < 2E[X"] — E[X,]

et donc
sup E[| X;]] < —E[Xo] + 2sup E[X/"].

>0 >0
L’autre sens est évident puisque X, < |X|.

3) Dela méme fagon, une sur-martingale est bornée dans L' si et seulement si sup,-o E[X; ] <
+00

4) En particulier, une sur-martingale positive est bornée dans L' et d’apres le Th. 4.25
ci-dessus elle converge ps.

Démonstration : Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de R . On déduit de I'inéga-
lité du nombre de montées pour une sous-martingale X (Prop. 4.19) que pour tous a < b,
on a

E[MX(D)] = lim E[M]([0,{]nD)] (convergence monotone)

t——+o0
o+
< lim B —a)]
t—4o00 b —Qa
SUP;> E[(Xt — a)ﬂ

- b—a

(inégalité (4.12) sur le nombre de montées)

< +00.

On a donc M, (D) < 400 ps, pour tout rationnels a < b et aussi M, (D) < 400 pour
tout rationnels a < b ps. En raisonnant comme pour la preuve de la Prop. 4.21 (existence
de limites a droite et & gauche), on en déduit que X, := limyep_, 1 X existe ps : sinon, il
existerait a < b rationnels tels que liminf,cp_,1o0 Xy < a < b < limsup,cp_,, X4, ce qui
exige un nombre infini de montées de a vers b le long de D.
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De plus, le lemme de Fatou permet de voir que cette limite est dans L' : d’abord, on a
E[|X.]] = E[ lim st@ :E[liminf]Xs\] < liminf E[|X,]] < sup E[|X,]] < +oc.
s——+00 S$—+00 S—+00 >0

Pour finir, la continuité a droite des trajectoires de X permet de lever la restriction t € D
dans la limite X, = limyep 1o Xy pour avoir (4.17). O

Définition 4.27 (Martingale fermée)
— Une martingale (X;)i>0 est dite fermée (comme martingale) par une variable aléa-
toire Z € L' si pour tout t > 0, on a X; = E[Z|F].
— Une sous-martingale (resp. sur-martingale) (X;)i>o est dite fermée par une variable
aléatoire Z € L' si pour tout t > 0, on a X; < E[Z|F] (resp. X; > E[Z|F]).

Attention : une martingale peut étre fermée en tant que sous ou sur-martingale mais pas
en tant que martingale : considérer par exemple une martingale positive (non nulle), elle
est fermée par 0 en tant que sur-martingale pourtant elle n’est pas fermée en tant que
martingale puisque non nulle.

Dans le cadre discret une martingale (Y;,)n>0 est fermée (ie. il existe une variable aléatoire
Z telle que Y,, = E[Z]|F,]) si et seulement si elle est uniformément intégrable ou si et
seulement si Y, converge ps et dans L'. On a une caractérisation analogue dans le cadre
continu :

Théoréme 4.28 (Convergence ps et L' des martingales) Soit X = (X;)i>0 une martin-
gale a tragectoires continues a droite. Alors il y a équivalence entre les assertions suivantes :

(1) X est fermée par une variable aléatoire Z € L' ;
(2) la famille (X;)i>0 est uniformément intégrable ;
(3) X; converge ps et dans L' vers X.

De plus si la variable aléatoire Z dans 1) est Foo-mesurable alors Xo, = Z.

Remarque 4.29 FEn tant que variable aléatoire, Z est F-mesurable et par définition Fo =
Viso Ft i= U(Utzo ]-"t>. La Fo-mesurabilité de Z n’est donc pas automatique.

Démonstration : L’implication (1) = (2) découle de la propriété générale d’une famille
d’espérances conditionnelles : si Z € L' alors la famille de variables aléatoires {E[Z|G] :
G sous-tribu de F } est uniformément intégrable.

Si (2) est vrai, alors en particulier la martingale (X;);>q est bornée dans L' et le Th. 4.25
(convergence ps) entraine que X; converge ps vers une variable aléatoire X, € L'. Comme
(X¢)e>0 est uniforme intégrable, par le théoreme de Vitali (convergence en proba et uniforme
intégrabilité impliquent convergence L'), la convergence est aussi L!, ce qui donne (3).
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Enfin, si (3) est vérifié, on peut passer a la limite ¢ — +oo dans L' dans I'égalité X, =
E[X¢|Fs] et on trouve X = E[X|Fs], et trouver que la martingale (X;);>o est fermée,
c’est a dire (1).

Pour la derniere partie, comme X; = E[Z|F;] (la martingale est fermée par Z par (1)) et
X; = E[X|F] par (3), on a E[Y|F;] = 0 pour tout ¢t > 0, en notant ¥ = Z — X,. On a
donc E[Y14] = 0 pour tout A € JooF. Comme M = {A € F : E[Y14] = 0} est une
classe monotone et | J,5, F; est stable par intersection finie (7-systéme), le théoreme des
classes monotones assure que Fo, = o (Utzo ]-"t) est inclus dans M.

Lorsque Z est F,-mesurable alors Y I'est aussi et on en déduit de E[Y'14] = 0 VA € F

que Y = 0 ps (arguments usuels passant des indicatrices aux variables simples, puis posi-
tives et enfin de signe quelconque), ie. Z = X, ps. O

Le Th. 4.28 concerne les martingales (fermées). Pour les sous-martingales fermées, on a
seulement la convergence presque sure :

Proposition 4.30 Soit X = (X;)i>0 une sous-martingale a trajectoires continues a droite.
Si X est fermée alors X; converge ps vers Xo.

Démonstration : On suppose (X;);>o fermée, en tant que sous martingale par Z : X; <
E[Z|F;]. L’inégalité de Jensen (conditionnelle) appliquée a la sous-martingale X et a la
fonction convexe croissante z — z7), assure X;" = (E[Z |]-"tDJr < E[Z7|F;] puis en prenant
'espérance E[X;"] < E[ZT]. Avec 2) dans la Remarque 4.26, le Th. 4.25 assure alors que

X, converge presque sturement vers une limite X, lorsque ¢ — +o0.
O

4.7 Théoreme d’arrét

Dans le cas discret (T = N), étant données une filtration (Gg)k>0 et une (Gy)-sous-
martingale discréete (Y)ren, on a le théoreme d’arrét discret

Théoréme 4.31 (Arrét discret) Soit S et T' deux temps d’arrét tels que S < T'. Alors sous
chacune des conditions qui suit, on a Ys,Yr € L' et Yg < E[Y7|Gs] (avec la convention
Yr =Yy sur {T = +o0}).

(1) (Yi)ken est uniformément intégrable ;

(2) S, T sont (déterministiquement) bornés.

Au sujet de (Yy)ren sous-martingale uniformément intégrable dans 1), voir Prop. 4.21-3).

L’analogue en temps continu (7' = R, ) de ce Th. 4.31 reste vrai et est un résultat essentiel
pour la suite du cours.

On rappelle que la Prop. 4.6 assure qu’une martingale X = (X;):>o & trajectoires continues
a droite est progressivement mesurable. En particulier, la Prop. 4.12 s’applique et assure
qu'alors X7pl{rcioy est Fp-mesurable. De plus, si X = (X;);>0 est fermée alors par le
Th. 4.28 elle converge et la Remarque 4.13 assure que Xt est Fpr-mesurable.
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Théoréme 4.32 (Arrét de Doob) Soit X = (X;)i>0 une sous-martingale a trajectoires conti-
nues a droite et S et T deux temps d’arrét avec S < T. Sous chacune des hypothéses
suivantes, on a Xg et X dans L' et

Xg < E[X7|Fs].

(1) X est uniformément intégrable ; dans ce cas, elle converge ps vers une variable aléatoire
F-mesurable X, et par convention on pose Xp = X sur {T = +oo}.

(2) S et T sont (déterministiquement) bornés par K € R.

On a des énoncés analogues pour les sur-martingales ou pour les martingales avec
— Sous les mémes conditions, pour X sur-martingale : Xg > E[Xﬂ]—"s].
— Sous les mémes conditions, pour X martingale : Xg = ]E[XT]]-"S], en particulier,
Xs =E[Xo|Fs].

Démonstration : Il suffit de faire la preuve pour X sous-martingale, puisque si X est une
sur-martingale, on applique le cas sous-martingale a —X et si X est une martingale on a
les inégalités dans les deux sens car X sous-martingale puis sur-martingale, d’ou 1'égalité.

Soit donc X une sous-martingale a trajectoires continues.

1) On suppose X uniformément intégrable. Pour tout n > 1, posons D,, = {k27" : k €
N} U {+o0} et comme en (4.1) on pose T, = ([2"T] + 1)27™, soit

T, = inf(tEDn:t>T) (4.18)
+oo
k+1
- Z on Liko—ner<krz—ry + (~|—oo)1{T:+oo}.
k=0

D’apres la Prop. 4.11, les variables aléatoires T}, n > 1, forment une suite de temps d’arrét
qui décroit vers T.

Pour n > 1 fixé, les deux variables aléatoires T), et T;,.1 sont deux temps d’arrét pour la
filtration discrete (F;)ep,,, car
{T,=(k+1)27"} = {k27"<T < (k+1)27"}
= {T<k27"}"'N{T < (k+1)27"} € Fprya—r-
Puisque T}, 41 < T, le théoreme d’arrét discret (Th. 4.31) appliqué a la sous-martingale

discrete (X;)tep,,, uniformément intégrable, pour la filtration discrete (F;)¢cp,,, entraine
que

n+1

XTn+1 S ]E’[XTn |‘7:Tn+1] °

Pour £ <0, on note Y}, := Xp_, et Gy = Fr_,. On a alors

Yior = Xr o, <EXr | Fr .| =E[Yi|Fr ]
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La suite (Yy)re—n est donc une sous-martingale indexée par —N pour la filtration (G )ge—n-
De plus, comme |z| = 22T — z, on a

supE[|Y;|] = supE[|Xg,[] < sup (2E[X] | - E[X7,])
k<0 n>0 n>0
< 2E[X1] - E[Xo] < +00 (4.19)

en utilisant
— E[X7,] > E[X] par le théoreme d’arrét discret
— et E[X} | <E[X[] car X sous-martingale convergeant ps et L' vers X 1.

La borne (4.19) assure qu’on peut utiliser Prop. 4.21-4 pour la convergence de la sous-
martingale discrete (Y3)r<o, et on a la convergence ps et L' quand k — —oo de (Y_)x<o,
c’est a dire de (X7, ),>1 quand n — +oo. Comme T, \, T, par continuité a droite, la limite
presque siire est nécessairement X7, ce qui donne en particulier X7 € L! car il y a aussi
convergence dans L.

Au temps d’arrét S, on associe de méme qu’en (4.18) la suite S, N\, S vérifiant aussi
S, < T, (quitte & réindexer S,,), et X, converge vers Xg ps et dans L'. Puisque S,, < Ty,
le théoréme d’arrét discret donne Xg, < E[Xr, |Fg,] ainsi, pour A € Fg C Fg,, on a :

E[Xs,14] <E[Xr1,14].

1 1
Comme Xg, L Xg et Xp, L, Xr, quand n — 400, en passant a la limite L' quand
n — o0, il vient
E[Xs1a] <E[X714]

pour tout A € Fg. Comme d’apres la Prop. 4.12 et la Remarque 4.13, X5 est Fs-mesurable,
cette inégalité assure alors que Xg < E[X7|Fg], ce qui conclut le 1). Soit a > 0 tel que
T <a.

2) On suppose S < T bornés par K € R,. On applique le cas 1) a la sous-martingale
XK = (Xink)i>0 qui est fermée par Xg. Puis on remarque que X:,If = Xrax = Xp et
XE = Xgrg = Xs. [l

Remarque 4.33 (Sur le mouvement brownien) Le théoréme d’arrét ne s’applique que pour
des (sous/sur-) martingales uniformément intégrables (fermées, Th. 4.32-1)) ou pour des
temps d’arrét (déterministiquement) bornés (Th. 4.32-2)). Par exemple si B est un mou-
vement brownien, c’est bien une martingale (mais non uniformément intégrable sinon le
Th. 4.25 (convergence ps) exigerait la convergence ps By — Bs ce qui est faux). Si pour
a > 0, on pose T, = inf(t > 0 : By = a) alors on a bien un temps d’arrét mais il est
non (déterministiquement) borné, cf. (3.9) dans la Remarque 3.43. Le théoreme d’arrét
(Th. 4.32) ne s’applique effectivement pas dans ce cas puisque E[By| = 0 # E[Br,] = a
malgré 0 < T,,.
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Définition 4.34 (Martingale arrétée) Etant donné un temps d’arrét T, on définit le pro-
cessus arrété X1 = (X])so par X' := Xyar, cest le processus qui vaut Xy tant que t < T
puis qu’on arréte a sa valeur X en T pour les dates ultérieures a T

Corollaire 4.35 Soit X une martingale a trajectoires continues a droite, uniformément
intégrable, et soit T un temps d’arrét. Alors le processus (X[ )i>o est aussi une martingale
uniformément intégrable, et

X{ =E[Xr|F] (4.20)

avec la convention Xp = Xo = limy_y oo Xy sur {T = +oo}.

Démonstration : Il suffit d’établir (4.20) : on aura alors une martingale fermée donc uni-
formément intégrable (Th. 4.28). Rappelons que Xy € L' d’aprés le théoréme d’arrét
(Th. 4.32). Comme S :=t AT < T, ce méme théoreme assure

X! = X5 = E[Xr|Fs| = E[Xr | Finr)-

Il reste a voir que

E[X; | Finr] = E[Xr | F. (4.21)

Puisque X71{7<;o} est Fp-mesurable (Prop. 4.12), la Prop. 4.10 assure que Xp1lp<y est
Fi-mesurable et aussi Fpr-mesurable, donc F; p-mesurable. Il en découle que

E[Xrliray [Finr] = Xrlirey = B[Xrlir<y |F]. (4.22)
Pour compléter la preuve de (4.21), il reste a voir que
E[Xr1(rsn [Finr] = E[Xrlirsg [F]- (4.23)

Orsi A€ F;,ona
— AN{T >t} € Frcar A, {T >t} ={T <t} € F;
—vpuis ANA{T >t} € Frcar AN{T >t} N{T < s} =0 € Fysis < tet
AN{T >t} N{T < s} € Fysit < scar A {T >t} ={T <t}°e F, C Fset
{T < s} e F..
Finalement, AN{T >t} € Fr N F, = Fiar (Prop. 4.9-8)). On a aussi {T' > t} € Fiar =
ftﬂ]:TCEiI
— {T>t}={T<t}eF
— et {T' >t} € Frecar {T >t} ={T <t}°et pour tout s > 0: {T <t}N{T < s} =
{T <tAs}e Fips CFs.
Pour tout A € F;, on a :

E[lalirsnXr] = E[E1alirsnXr | Finrl] = E[1alirsnE[ X7 |[Firr]]
= E[IAE[XTl{T>t} |~7:MTH‘

Comme E[X71¢7~sy [Fiar] est Fiap- done Fi-mesurable, on a

IE[XTl{T>t} ’}—t/\T} - IE[XTl{T>t} ’]:t}
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c’est a dire (4.23), et compte tenu de (4.22), cela termine la preuve du Corollaire 4.35. [

On a aussi

Corollaire 4.36 (Martingale arrétée) Soit X est une martingale a trajectoires continues et
T un temps d’arrét. Alors XT = (Xar)i0 définit bien une martingale appelée martingale
arrétée. Elle est uniformément intégrable si X ['est ou si T est (déterministiquement)
borné.

Démonstration : Etant donné a > 0 quelconque, on considere Y = (Xyna)i>0. 1l s’agit
d’une martingale fermée par X, donc elle est uniformément intégrable (Th. 4.28). Par le
Corollaire 4.35, pour tout temps d’arrét T, YT = (X;arna)i>0 €st une martingale uniformé-
ment intégrable. Comme on peut prendre a > 0 aussi grand qu’on le désire, on récupere la
propriété de martingale directement pour X7 = (X;\r)i>0 : étant donnés s < ¢, on prend
a >t > s, et la propriété de martingale pour Y7 = (X;arna)i0, E[Xiaraal Fs] = XsaTnas
s'écrit E[Xyar|Fs] = Xoar, c’est a dire : X7 = (Xyar)i>0 est bien une martingale. O

4.8 Processus de Poisson

Si le mouvement brownien est le processus a trajectoires continues typique, le processus
a saut typique est le processus de Poisson qu’on décrit (tres) sommairement dans cette
section. Ce type de processus est utilisé par exemple pour modéliser les files d’attente
comme les arrivées des appels téléphoniques a un central.

Définition 4.37 (Processus de Poisson) Soit A > 0 et (S,)n,>1 une suite de variables aléa-
toires indépendantes de méme loi exponentielle £(N). On pose T,, = Sy + --- + S,. On
définit alors le processus de comptage N = (Ni)i>o @ valeurs dans N U {+oo} par

Nt = Z 1{Tn§t}-

n>1

Ce processus s’appelle le processus de Poisson d’intensité \.

Définition 4.38 On définit (F)i>o la filtration naturelle complétée du processus de Pois-
som.

Remarque 4.39 Le processus se réécrit aussi sous la forme N, = sup (n >0:77, < t).
Réciproquement, on remarque que 7,, = inf (t >0: N, = n) est un (F}¥)-temps d’arrét.

Comme pour ¢ > s, ona Ny — Ny =) Liscr, <4y, N est un processus a accroisssements
indépendants et stationnaires (PAIS) et a trajectoires cadlag. On montre qu’il vérifie alors
la propriété de Markov forte : soit 7" un (F})-temps d’arrét fini presque stirement ; on
note N’ le processus défini pour s > 0 par N, = Ny, — Np. Alors le processus N’ est
indépendant de & et a méme loi que N.
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Proposition 4.40 (Caractérisation du processus de Poisson) Un processus N = (Ni)i>o
est un processus de Poisson d’intensité X\ si et seulement si il s’agit d’un processus de
comptage a trajectoires continues a droite tel que

— N(0)=0;

— N est un processus a accroissements indépendants et stationnaires ;

— pour tout t > 0, Ny suit la loi de Poisson P(At).

Démonstration : Calculs fastidieux. .., cf. [BC]. O

Théoréme 4.41 Soit N un processus de Poisson d’intensité X. Alors les processus suivants
sont des martingales :

1. le processus de Poisson compensé : N = (Ny — At,t > 0) ;
2. ((Ny = Xt)? — At)

t>0°
Remarque 4.42 — On peut voir le processus de Poisson comme une mesure aléatoire
sur (R, B(R)) : la mesure de l'intervalle |s,t] est N(]s,t]) = Ny — Ns.
— Le mouvement brownien et le processus de Poisson sont deux représentants d’une
classe plus vaste de processus dit de Lévy (processus cadlag a accroissements indé-
pendants et stationnaires).



Chapitre 5

Semimartingales continues

Les semimartingales continues forment la classe générale de processus a trajectoires
continues pour laquelle on peut développer une théorie de l'intégration stochastique qui
sera l'objet du chapitre suivant. Par définition, une semimartingale est la somme d’une
martingale (locale) et d’un processus a variation bornée. Dans ce chapitre nous étudions
séparément ces deux classes de processus. En particulier, nous introduisons la notion de
variation quadratique d’une martingale qui jouera un role fondamental pour I'intégration
stochastique.

Dans ce chapitre, on considere un espace de probabilité filtré (2, F, (F¢)i>0, P) satisfaisant
les conditions habituelles. On considere d’abord des processus a variation bornée en Sec-
tion 5.1 puis des martingales locales en Section 5.2 dont on étudie la variation quadratique
en Section 5.3. On résume les résultats obtenus pour les semimartingales en Section 5.4.

5.1 Processus a variation bornée

5.1.1 Fonctions a variation bornée

Soit T' > 0 fixé. On rappelle qu’il y a une bijection entre les fonctions croissantes continues
a droite g : [0,7] — Ry et les mesures v positives finies sur [0, 7]. Elle est donnée par
g(t) = v([0,t]) on v(]s,t]) = g(t) —g(s). La donnée de v sur les intervalles |s, t] déterminent
uniquement la mesure v sur B([0,7]) (par un argument de classe monotone). Si g est en
plus supposée continue alors v est sans atome (ie. v({t}) = 0 pour tout ¢t € [0,T]).

Exemple 5.1 Si g(x) = x alors v est la mesure de Lebesgue \; si g(x) = 1[4 oof(z) alors v
est la mesure de Dirac 9,.

Définition 5.2 (Mesure signée) Une mesure finie est dite signée si elle est différence de
deux mesures positives finies.

L’écriture d’une mesure p signée sous la forme d’une différence de deux mesures positives
finies n’est pas unique, cependant il existe une seule décomposition canonique :

87
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Proposition 5.3 (Décomposition canonique d’une mesure signée) Il existe une seule dé-
composition |t = py — p— minimale dans le sens ou py et p_ sont deur mesures positives
finies portées par des boréliens disjoints. Il s’agit de la décomposition canonique de p.

Dans la suite, pour une fonction h & valeurs réelles, on note h™ = hV0et h~ = —(—hV0)
ses parties positive et négative.

Démonstration : Pour obtenir 'existence d’une telle décomposition, on considere une dé-
composition quelconque p = 1 — o de p, on pose v = g + po. Comme p; K v et g L v,
on écrit par le théoreme de Radon-Nikodym :

pi(dt) = hi(t)v(dt), pa(dt) = he(t)v(dt).
Avec h:=h; — hyon a
w(dt) = h(t)v(dt) = h(t) v(dt) — h(t)"v(dt)
ce qui donne la décomposition g = py —p_ avec py (dt) = h(t)Tv(dt), p_(dt) = h(t)"v(dt).
Notons que les mesures py et p_ sont bien a supports disjoints puisqu’elles sont portées
respectivement par Dy = {t € [0,T] : h(t) > 0} et D_ = {t € [0,T] : h(t) < 0}. L’unicité
de la décomposition p = py — p— vient du fait que 'on a nécessairement
pi4(A) = sup (u(C) : C C A, C borélien).
En effet u(C) < p4(C) < uy(A) quand C C A et
ps(A) = py(ANDy) = wW(AN Dy) < sup (u(C) : C C A, C borélien).
O
On note |p| la mesure positive || = py + p—. Il s’agit de la variation totale de p. Remar-
quons que la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a |pu| est

dp
d|p

ou Dy U D_ est une partition de I’espace.

=1p, —1p_

Définition 5.4 (Fonction a variation bornée) Soit T > 0. Une fonction continue F : [0,T] —
R telle que F'(0) = 0 est dite a variation bornée s’il existe une mesure signée (ie. différence
de deux mesures positives finies) p telle que F(t) = u([0,t]) pour tout t € [0,T].

La mesure u est alors déterminée de fagon unique : Uexpression u(ls,t]) = F(t) — F(s) la
détermine uniquement sur la famille des intervalles |s, t] puis, par un argument de classe
monotone, sur 5([0,T]). De plus, F' étant continue, p est sans atome.
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Proposition 5.5 Une fonction F est a variation bornée si et seulement si F' est différence
de deux fonctions croissantes continues nulles en 0.

Démonstration : Si I est a variation bornée, F'(t) = u([0,t]) et avec la décomposition ca-
nonique de i de la Proposition 5.3, F' est différence de deux fonctions croissantes continues
et nulles en 0 : F(t) = py([0,t]) — p—([0,¢]) (si py et u_ ont des atomes, ils doivent néces-
sairement coincider pour s’annuler (y n’en ayant pas). Mais comme p et p_ sont censés
avoir des supports disjoints, c’est que de tels atomes n’existent pas : puy et p_ sont bien
sans atome. Réciproquement, si F' = F; — F, avec Fi, F), fonctions croissantes continues et
nulles en 0 alors on associe u; et uo des mesures positives finies a F, Fy et F' s’écrit alors
F(t) = u([0,t]) pour la mesure signée = p11 — po. O

Dans la suite, on note p la mesure associée a F' et p. —p_ la décomposition canonique de pu.
La fonction définie par p* ([0, ¢]) 4+ 1~ ([0, t]) s’appelle la variation totale de F'. D’habitude,
les fonctions a variation bornée sont plutot définies par la propriété suivante :

Proposition 5.6 (Variation bornée) Pour tout t € [0,T], on a

ul((0,1]) = sup {ZIF )|}

ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty <t < --- <t, =1 de [0,1].

Démonstration : Il suffit de traiter le cas t = T'. L’inégalité > s’obtient facilement puisque
|F(t:) = F(tio1)| = |[p(tio, ti])] < [pl(Jtia, ti))

et done Y7 |[F(t:) — F(ti-1)| < 220 |pl(Jti-1, t:]) = |p(J0, T1) = |l ([0,77) par additivité
de |u|. Pour 'autre inégalité, on montre le résultat plus fort suivant : pour toute suite

0=ty <ty <--- <ty =T desubdivisions emboitées de [0, T] de pas tendant vers 0, on a

lim ZIF ti) — F(t )| = [ul ([0, T]).

n—-+00

Pour simplifier, on considere les subdivisions dyadiques ¢! = 27T, 0 < i < 2", de [0,T].
On utilise un argument de martingales en introduisant 1’espace de probabilité

. ()
.79 = (7180071 Ty )

Sur cet espace, on considere la filtration discrete (B,,),>, ou B, est la tribu engendrée par
les intervalles |(i — 1)27"7,427"T], avec 1 < i < 2". On pose alors

X(s) = %@) =1p,(s) = 1p_(s)
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ol D, U D_ est une partition de ’espace et on considere pour chaque n > 0
X, = E[X|B,].

Il s’agit d'une (B,),>o-martingale. Comme X,, est B,-mesurable, X,, est constante sur
chaque intervalle |(i — 1)27"T,i27"T)] et vaut

du |ul(ds)
E[X1)i-1o-rriznr)] Ji—vyp-rriz—nr) 31 matoam=

T o-nT o—nTT) al(ds)
P((i - 1)27Ti27"T]) Jicvyz-vrio—nt) Tl
w(l(i — 127727 "T))  F(i27"T) — F((i — 1)2°"T)

ul(( = 1)2=rT,a27°T])  |pl()(i — 1)27T,i27"T)

oy =

Par définition, la martingale discrete (X,,),>0 est fermée et comme X est mesurable par
rapport & B([0,77]) =V, ¢ Bn: (Xn)n>o converge ps et dans L' vers X. En particulier,

lim R[|X,[] = E[|X]] =

n——+o00

ou on utilise | X (s)| = 1, p-pp. Le résultat suit facilement puisque

& el = 2 e
= Z' 0T

— m Z |F(i27"T) — F((i — 1)27".

5.1.2 Intégrale de Stieltjes
Soit f :[0,7] — R une fonction mesurable telle que f[O,T] |f(s)||p](ds) < 4o00. On note

s)dF(s) = s) p(ds), s)|dF(s)| = S ds).
/Of() )= [ 1) nia /Of()| (s)] /Mf()\ul()

On vérifie facilement l’inégalité
< [ roniares

Remarquons de plus que la fonction ¢t +— f(f f(s)dF(s) est aussi a variation bornée. La
mesure associée est alors simplement p/(ds) = f(s)u(ds) et sa décomposition canonique

(/fJr dF*(s /f JdF~ ) (/f YdF™ (s /fr )dF~ )

s)dF (s
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On a aussi une écriture en terme d’intégrales par rapport a des mesures positives

/de /de+ /de

On a encore 'associativité de l'intégrale : si I’ est une fonctlon a var1at10n bornée et sih,g
sont des fonctions mesurables bornées alors en notant F fo ,on a

/Otg(s) dF(s) = /Otg(sm(s) 4P (s).

Le résultat suivant généralise les sommes de Riemann a l'intégrale de Stieltjes et donne
donc un moyen d’approcher les intégrales de Stieltjes par des sommes.

Proposition 5.7 (Approximation de Riemann des intégrales stochastiques) Si f : [0, 7] —
R est une fonction continue et si 0 =t5 <} <--- <ty =T est une suite de subdivisions
emboitées de [0,T] de pas tendant vers 0. Alors on a :

/Tf(s)dF ~ lim iftfl ) — F(t)).
0

n—-+o0o

Démonstration : Soit f,, la fonction constante par morceaux définie par f,(s) = f(t} ) si
s €]t |, t?]. Alors,

EJHu )= F(E)) = [ fuls) plds

(0,77

et le résultat suit par convergence dominée (f continue sur [0, 7] est bornée). O

5.1.3 Extension de l'intégration de Stieltjes a R

Définition 5.8 (Variation bornée sur R, ) Une fonction continue F : Ry — R est dite a
variation bornée sur Ry si, pour tout T > 0, la restriction de F a [0,T] est a variation
bornée.

Il est alors facile d’étendre les définitions précédentes des intégrales a R, en supposant f
dF- intégrable En particulier, on peut définir fOJrOO f(s)dF(s) pour toute fonction f telle

que ;" |£()| 14F(s)] = suppsq [ 1£(5)] [dF(s)] < +o0c.

5.1.4 Processus a variation bornée

On rappelle qu’on considere un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0, P) satisfaisant
les conditions habituelles.
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Définition 5.9 (Processus a variation bornée et processus croissant)
— Un processus a variation bornée A = (Ay)>o est un processus adapté dont toutes les
trajectoires sont a variation bornée au sens de la Définition 5.4.
— Le processus A est appelé processus croissant si de plus les trajectoires de A sont
croissantes.

Remarque 5.10 — En particulier, d’apres la Définition 5.4 d’une fonction a variation
bornée, on a Ay = 0 et les trajectoires de A sont continues.
— Le mouvement brownien n’est pas a variation bornée, cf. Prop. 3.30 : on ne pourra
donc pas utiliser cette section pour construire I'intégrale contre un mouvement brow-
nien !

Proposition 5.11 Soit A un processus a variation bornée et H un processus progressif tel
que

¢
YVt > 0,Vw € Q, / |Hg(w)| |dAs(w)| < 4o0.
0

Alors le processus H - A défini par

t
(H - A), = / Ho(w) d A (w)
0
est aussi un processus a variation bornée.

Remarque 5.12 Quand on integre contre un processus a variation bornée, on définit une
intégrale trajectorielle : I'intégrale se définit w par w (ie. trajectoire par trajectoire).

Démonstration : D’apres les observations de la section précédente, les trajectoires de H - A
sont & variation bornée. Il ne reste donc qu’a justifier que H - A est bien adapté. Pour cela,
il suffit de voir que, si h : [0,] x © — R est mesurable pour la tribu produit B([0,t]) ® F;
et si fg |h(s,w)||dAs(w)| est fini pour tout w, alors la variable aléatoire f(f h(s,w)dAs(w)
est Fi-mesurable.

D’abord, pour A(s,w) = 1j,.(s)1lr(w) avec Ju,v] C [0,t] et I" € F;, on a

/0 (s, ) dA(w) = (An(w) — Ay(w))1r()

qui est clairement Fi-mesurable puisque (A;)i>o est adapté, u,v <t et I' € F.

Par un argument de classe monotone, comme {|u,v] x I',Ju,v] C [0,¢] : T' € F;} est un
m-systéme qui engendre B([0,¢]) ® F;, on a aussi f[f h(s,w)dAs(w) est Fi-mesurable pour
h=1q, G € B([0,t]) ® F;.

Enfin, on passe au cas général en écrivant h fonction B([0,t]) @ Fi-mesurable, |dA,|(w)-
intégrable, comme limite simple d’une suite de fonctions étagées h,, telles que pour tout n
on ait |h,| < |h|. Par convergence dominée (pour U'intégrale de Stieltjes), on a

/Ot ha(s, w) dAy(w) =% /Oth(S,a)) dA,(w).
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Comme le cas précédent assure que fg hn(s,w) dAs(w) est Fi-mesurable et que la Fy-
mesurabilité se conserve en passant a la limite, on obtient la Prop. 5.11. ]

Remarque 5.13 — Souvent, on sera dans la situation ou I'hypothese plus faible sui-
vante est satisfaite :

t
ps VYVt >0, / |H||dAs| < +00.
0

Dans ce cas, on peut encore définir H - A en convenant que, sur ’ensemble de
probabilité nulle ou fot |Hs||dAs| devient infini, on prend (H - A);(w) = 0 pour tout
t > 0. Le processus (H - A) ainsi défini reste adapté lorsque la filtration est supposée
complete (conditions habituelles).

— Sous des hypotheses convenables d’intégrabilité de H et de K, on a la propriété
d’associativité, due a celle de l'intégrale de Stieltjes :

K-(H-A) = (KH)- A

Un cas particulier important est celui out A; =t : soit H = (H;)¢>o un processus progressif
tel que

t
ps Vt>0 / |H| ds < 400,
0

t N . . /
le processus fo H ds est un processus a variation bornée.

5.2 Martingales locales

Si T est un temps d’arrét et X = (X});>0 un processus a trajectoires continues, on rappelle
que X7 désigne le processus arrété : pour tout ¢t > 0, X/ = X;ur. On a vu que si X est
une martingale alors X7 l'est aussi (il s’agit de la martingale arrétée, cf. Corollaire 4.36).

Définition 5.14 (Martingale locale) Un processus M = (M;)i>o est appelé une martingale
locale (continue) s’il s’écrit My = My + Ny ot
— My est une vartable aléatoire Fo-mesurable et
— (Ni)i>0 est un processus adapté a trajectoires continues avec Ny = 0 et tel qu’il
existe une suite croissante (Tn)nZO de temps d’arrét avec T,, /* +oo et pour tout
n € N le processus arrété NTn est une martingale uniformément intégrable.
On dit que la suite de temps d’arrét T,, /" +oo réduit M si pour tout n € N le processus
arrété NTn est une martingale uniformément intégrable.
Lorsque My = 0, on parle de martingale locale issue de 0.

Remarque 5.15 On n’impose pas dans la définition d’'une martingale locale que les va-
riables M; soient dans L' (c’est une différence essentielle avec les martingales). En par-
ticulier, d’apres la définition précédente, M, peut étre n'importe quelle variable aléatoire
Fo-mesurable.
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Dans les propriétés qui suivent, la plupart des justifications viennent des propriétés des
martingales arrétées énoncées dans le Corollaire 4.36.

Exemple 5.16 Une martingale a trajectoires continues est une martingale locale (et la suite
T, = n réduit M).
En effet, cela suit par exemple du Corollaire 4.36 et de ses conséquences avec les temps
d’arrét T,, = n " 400, plus simplement, en écrivant M = My + N il est immédiat que
pour s < t:

Ns/\n - ]E[Nt/\nLFS}

et (Nian)i>0 est fermée par NV, donc est uniformément intégrable.

Proposition 5.17 Dans la définition d’une martingale locale (issue de 0), on peut remplacer
"martingale uniformément intégrable’ par " martingale” (en effet, on peut ensuite remplacer
T, par T, A n pour récupérer l'uniforme intégrabilité).

Démonstration : Si M7" est une martingale alors (M) = MT» " T'est aussi et elle est
fermée par M,, donc uniformément intégrable. De plus, il est évident que (7, An) 400
lorsque T, /* +00. O

Proposition 5.18 Si M est une martingale locale, pour tout temps d’arrét T, alors MT est
encore une martingale locale.

Démonstration : Si la suite (7},),>o réduit M alors M est une martingale et (MT)T
MTNn = (M™)T Dest aussi d’apres le Corollaire 4.36.

oo

Proposition 5.19 Si (7),),>0 réduit une martingale locale M et si (S,)n>0 est une suite de
temps d’arrét telle que S,, — +00, alors la suite (T, \ Sp)n>0 réduit encore M.

Démonstration : On a (T}, A S,) /' 400 et M N = (M7Tn)5 est une martingale unifor-
mément intégrable en tant que martingale uniformément intégrable M7» arrétée (Corol-
laire 4.36). O

Proposition 5.20 L’espace des martingales locales est un espace vectoriel.

Démonstration : Si M, N sont des martingales locales réduites respectivement par (7},)n>0
et (Sy)n>0 alors d’apres la Prop. 5.19, elles le sont encore toutes les deux par (7}, A Sp,)n>o0-
Mais alors (M + N)Tn/Sn = NTuASn  NTn/ASn egt une martingale, comme somme de mar-
tingales. U

Proposition 5.21 Une martingale locale positive M telle que My € L' est une sur-martingale.
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D’apres le Théoreme 4.25 (convergence ps des sur-martingales) et la Remarque 4.26 qui le
suit, une martingale locale positive converge donc presque stirement.

Démonstration : Ecrivons M, = M, + N, et soit (T})n>0 une suite de temps d’arrét qui
réduit N. Alors, si s <t, on a pour tout n > 0,

Ns/\Tn - IE:[]Vt/\Tn |]:s}

En ajoutant des deux cotés la variable aléatoire M, (qui est Fo-mesurable et dans L'), on
trouve

MS/\Tn - E[Mt/\Tn |.Fs:| . (51)
Puisque M est positive, on peut appliquer le lemme de Fatou pour les espérances condi-
tionnelles en faisant n — +o0o0. Comme T, " 400 ps, on a alors

M, = lim M,y = liminf M., :liminfE[MtATn | F]
n—-+0oo

n—-+4oo n—-+oo

> E[liminf Mynr, |]-“S} — E[M,|F.].
n—-+0o

En particulier, en prenant s = 0 et 'espérance, on a E[M;] < E[M;] < +oo, donc comme
M est positive, M; € L' pour tout ¢ > 0. L’inégalité précédente assure alors que M est
bien une sur-martingale. [l

Proposition 5.22 Soit M une martingale locale. S’il existe une variable Z € L' telle que,
pour tout t > 0, |My| < Z, alors M est une martingale. En particulier, une martingale
locale bornée est une martingale.

Démonstration : Si M est dominée par une variable aléatoire Z intégrable, on obtient
comme pour la Prop. 5.21 pour s <t :

Ms/\Tn = E[Mt/\Tn |fs} .

Comme par convergence dominée la suite M.z, converge dans L' vers M;, on peut passer
a la limite n — 400 pour trouver

MS = lim Ms/\Tn = 11I+Il E[Mt/\Tn |-’T-s} :]E[
n——+o00

n—-+o0o

fs:| = E[Mt |]'_s} :

lim Mar,
n—-+o0o

g

Remarque 5.23 Attention, il n’est donc pas facile d’affaiblir les conditions de le Prop. 5.22 :
si M est une martingale locale uniformément intégrable, en général M n’est pas une mar-
tingale (cf. le contre-exemple 2.13 p. 182 dans [RY] ). Par contre si on a une condition
d’uniforme intégrabilité pour tous les temps d’arrét, on a un résultat positif :
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Proposition 5.24 Soit M une martingale locale a trajectoires continues avec My = 0. Alors
M est réduite par la suite de temps d’arrét T, = inf (t >0:| M| = n)

Démonstration : Comme M7 est une martingale locale bornée, c’est aussi une martingale
uniformément intégrable par la Prop. 5.22. De plus M est a trajectoires continues, on a bien
T, / +00. En effet, soit A > 0, comme M est a trajectoires continues, {M, : t € [0, A]}
est compact donc borné par R(A) < +oo. On a alors pour tout n > R(A), T,, > A, ie.
T, / +oo. O

Dans la suite, on utilise abondamment le résultat immédiat suivant :
Lemme 5.25 Soit M une martingale de carré intégrable. Alors pour 0 < s <t, on a :

E[(M, = M.)*|F] = E[M}|F] - E[M]|F],
E[(Mt — Ms)ﬂ = E[Mf] - E[Mﬂ

Démonstration : La deuxieme partie découle de la premiere en y prenant ’espérance. Pour
la premiere, on a

E[(M—M,)*|F] = E[(M}—2M,M+M?) |F,| = E[M} | F,| —2E M, M,|F,| +E[M? |F,].
Mais par la propriété de martingale, on a

E[M,M,|F,] = M,E[M, |F,] = M? = E[M?|F,],
ce qui conclut. O

Le résultat suivant montre qu'une martingale locale continue qui n’est pas triviale est a
variation non bornée. L’ensemble des martingales locales est donc un ensemble vraiment
différent de celui des processus a variation bornée.

Théoréme 5.26 Soit M wune martingale locale (continue) issue de 0. Alors si M est un
processus a variation bornée, M est indistinguable de 0.

Démonstration : Supposons que M est un processus a variation bornée et posons pour
tout n € N :

t
Tn—inf<t20:/0 \dMs|Zn).

Les temps 7, sont des temps d’arrét d’apres ’Exemple 3.35 (pour cela, il faut remarquer
que le processus fg |d M| est adapté et a trajectoires continues, ce qui se voit par ’approxi-
mation donnée par la Prop. 5.7). Fixons n > 1 et posons N = M ™. Alors N est une martin-
gale locale telle que fOJrOO |dNg| < n, en particulier |NV;| = ‘fOMT" dM,| < OMT" |[dM| < n.
D’apres la Prop. 5.22, N est alors une vraie martingale bornée.
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Ensuite, soit ¢ > 0 et soit 0 =ty < t; < --- < t, = t une subdivision de [0,¢]. Alors, avec
le Lemme 5.25, on a :

p p
EN?] = > E[N =N ]=> E[(N, - N,._,)’]
i=1 i=1
p
< E <Sup N, — Ntil\) >IN, = N, || <R K sup |V, — Nt“\)}
1<i<p i—1 1<i<p

en utilisant la Prop. 5.6. On applique I'inégalité précédente a une suite 0 = tf < tF <
-+ < th =t de subdivisions de [0,] de pas tendant vers 0. En utilisant la continuité des
trajectoires, et le fait que N est bornée par n (fixé dans cette partie de 'argument), on a
par convergence dominée :

lim E Ny — N, =0.
i Bz = |
On conclut alors que E[N?] = 0 c’est a dire E[M2 ]| = 0. En faisant ensuite tendre
n — 400, comme 7, — +00, on obtient par le lemme de Fatou :
2 _ . 2 _ . . 2 < . : 2 = 0.
(0] = & | i M| < V| < BV ] =0
Finalement pour tout ¢ > 0, M; = 0 ps. La martingale locale M admet donc 0 comme

version. Pour conclure, comme le processus nul et M sont a trajectoires continues, le pro-
cessus M est en fait indistinguable de 0. U

5.3 Variation quadratique d’une martingale locale

Le théoréme ci-dessous définit la variation quadratique (ou crochet) d’'une martingale locale.
Cette notion est clef dans le calcul stochastique qui va étre développé dans la suite.

Théoréme 5.27 (Variation quadratique d’une martingale locale) Soit M = (M,;);>o0 une
martingale locale a trajectoires continues.
(1) Il existe un processus croissant, noté (M, M) = ((M, M))i>o unique a indistinguabilité
pres, tel que
M? — (M, M), (5.2)

est une martingale locale continue.

(2) De plus, pour tout t > 0, étant donnée une suite de subdivisions emboitées de [0, 1],
0=ty <ty <---<t, =t, de pas tendant vers 0 alors dans le sens de la convergence
en probabilité, on a :

Pn

. 2
(M, M), = P- Tim > (Mg — My )" (5.3)
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Le processus (M, M) est appelé la variation quadratique ou crochet de M.

Remarque 5.28
— (Martingale) Pour les martingales, on a mieux : si M est une martingale de carré
intégrable alors M? — (M, M), est une martingale aussi, cf. Th. 5.32 ci-dessous.
— (Mouvement brownien) Dans le cas ot M = B est un mouvement brownien, on a
vu en Prop. 3.29 que (B, B); =t.
— Pour la derniere assertion, il n’est pas nécessaire en fait de supposer que les subdi-
visions sont emboitées.

Démonstration du Théoréeme 5.27

L’unicité découle du Th. 5.26. En effet, si A et A’ sont deux processus croissants satis-
faisant la condition (5.2), le processus A; — A, = (M? — A}) — (M? — A;) doit étre & la fois
une martingale locale (car différence de martingales locales) et un processus a variation
bornée (car différence de tels processus), le Th. 5.26 exige alors sa nullité a indistinguabilité
pres.

Pour l'existence, on procede de la facon suivante :
1) On considere d’abord le cas ou My = 0 et M est bornée.

2) On traite le cas général d’'une martingale M non bornée

Etape 1: My=0 et M est bornée

D’apres la Prop. 5.22, M est alors une vraie martingale. On se fixe ¢ > 0 et on considere
une suite de subdivisions 0 = tj <} < --- <t =t emboitées de [0,] de pas tendant
vers 0. Pour chaque n > 1, on considere le processus X défini par

Pn
XM =3 My (Mgas = My n), s €0,4]

=1

Lemme 5.29 Pour chaque n > 1 le processus X ™ est une martingale & trajectoires conti-
nues.

Démonstration : Le processus X est adapté et a trajectoires continues car la martingale
M Test, il est intégrable car M est bornée. Pour la propriété de martingale, pour s < r,
on a

E[X™ |F]

Pn
= ZE[Mt?,l(Mt?/\r - Mt;Ll/\r) |«Fs}

i=1

= Z E[Mt?_l(Mt?/\T - Mt?_l/\r) ‘fs]

ity <r
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- Z E[Mt?_l(Mt?/\r - Mt?_ﬂ\r) |Fs} + Z ]E[Mt?_l (Mt?/\r - Mt?_l/\r) |~Fs}

:s<ti | <r ity <s<r
= Z E[Miy E[(Mgnr — My ar) [Fep JIF] + Z My E[(Mgppe — My ) |Fs)
st <r iit? | <s<r
- Z E[Mt?,l (Mt?,l - Mt” ) ‘]: Z Mt“ (Mt"/\s Mt” 1/\5)
is<tn | <r h ~ itn <s<r
= > My (Mypps— My ) =X
ety <s

0

On a ensuite :

Lemme 5.30 Les variables aléatoires Xt(n)

L? :

, n > 1, vérifient la propriété de Cauchy dans
lim  E[(X™ - Xx™)?] =o0.
n,m—-+0o

Démonstration : On commence par observer que, puisque les subdivisions sont emboitées,
on peut écrire lorsque n < m :

Pn Pn

Z My (Mye = My ) = Z Z Mtzil(Mt;" - Mt;@l),

i=1 =1 ¢meltn | 7]

Z th tm - th ) Z Z th (Mt;” - Mt;'il)-
i=1 ety

7,17

Avec des calculs (fastidieux...) qui utilisent la propriété de martingale sous la forme du
Lemme 5.25, pour n < m on a :

E[(X" - X™)’]

2
Pn Pm
- E (Z My (Myp — Myp ) = > M (M — Mt;n_l)>
j=1
» 2
1[I RTRIEIUSES S DR ERIVESTS
1= 1 eyt i=1trelty | "]
(les part1t1ons sont emboitées)
2_
= E Mt?,l — Mt;n—1>(Mt§n — Mt;‘nil)
i= 1 S 1vtn] i
2_
Pn
DIEN| DD (My, =My )My = M)
=1 ety 7] ]
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car la propriété de martingale annule les termes croisés du carré de la somme : en effet

pour i < 19

E > (M

11—

RSN

= E|E >

t;"ie]t’z"a—ht;ﬂl}
= E > (M
et .t ]
=Bl >
ety ity ]
=Bl >
el ]
E

car pour t2 €]t}
donc

[

i20—17 Yig

1

(M

(Men

— Mip ) (Men — M,

(M

— Mgn ) (M —
> E[0n
— My ) (M —
~ My )E [(Mtg — My )

n
]7 on a tigfl

oy et (Mt{;,

Do (M = My )(My = My )

el 1ot

B Mt;’;_lxMty} — My )

j1—1

= My ) (Mg = My ) | | Py

i9g—1

— My )My — My )

J1—1

(M = My )(Mym — Mym ) || i

7,271’t27'12]

My )

J1—1

]:tj";_l} ‘]:t”

1

- Mt;';_l)(Mt;g - Mt;g_1>

ig—1

My )

Jj1—1

J2—1

Fi ] |7
g

~~
=0

— Mym ) est Fym -mesurable. On a
1 jo—1 jo—1

2

> (Mg, = My )(Mip = My )
']

S Y B[y, - My 200y - Myt (5)
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car a nouveau la propriété de martingale annule les termes croisés du carré de la somme :
pour ji < jp avec ¢ % €]t} 7], on a

E [(Mt?,l - Mtﬂ 1)(th - th 1)(Mtn — th 1)(Mﬂ; — Mym )]

J2—1

= E [E [(Mtgl th 1)(th — th (M — th 1)(th - th ‘th 1”

= E (Mt;‘ll — Mtﬁfl)<Mt§q — Mtﬂil)(Mt;Zl — Mt;g,1>E |:(th - th ‘th 1]

.

=0
= 0.
car ¢, 7)1, 7 <t ;. Et donc a partir de (5.4), on a
E[(X" = X;™)
Pn
<> > E sup  (My , — My )* | (Mep — My )?
i=1 tmE]tl 17tn] tme]tl 17t”7«]
1<i<pn
pm
= E sup (M — Mtﬁl)Q Z(MtZ'" — M,f;_yll)2
el ity j=1
1<i<pn
_ 1/2 , 12
tmeltr -
L 1<7»<;n i=1

(par 'inégalité de Cauchy-Schwarz)
Comme M est a trajectoires continues, donc uniformément continues sur [0, ¢], on a

lim sup (Mg — My ) =0
n,m—>+00 tme]tl 7] J
1<i<pn

et comme M est bornée, disons par K :

sup (Mtgil — Mt}n,l) S 2K
trERy .t}
1<i<pn

si bien que, par convergence dominée, on a

i — m 4 =
nnlgx}roo]E tme?tlllpl . (M | — Myr ) 0. (5.6)

1<i<pn
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Pour conclure il suffit de montrer qu’il existe une constante C' telle que
Pm 2
E (Z(Mt;_n — Mt;_nl)2> <C. (5.7)
j=1
En effet, en combinant (5.5), (5.6) et (5.7), on aura

lim E[(X" - X™)] = 0.

n,m—-+00

Pour voir (5.7) (avec C' = 8K"), on développe les carrés en utilisant le Lemme 5.25 :

’ (fo%” - Mt?1)2>

j=1
Pm
= B[ (g Mg v2 Y <Mt;z—Mt;’;1>2(MtE‘Mtﬁl>2]
Jj=1 1<51<j2<pm
Pm
< QEVE|D (Mg~ Mg | +2 3 B[B[(My — My (M, ~ My | Py ]
Jj=1 1<j1<42<pm
Pm
< @KPY E[(Mp - My 2] +2 Y E[(My - My PR [(Mg — Myp_ 2|5 ]
Jj=1 1<j1<2<pm

On estime les deux termes en utilisant le Lemme 5.25 : pour le premier terme, on a

Pm Pm
S E|(Myp — My )?| =Y E M~ M | =E[ME, | - E[M2] = E[M7] < K
j=1 j=1 '
Puis
E [(th — My )2|]-"tm} —F [M%% ~ M2, |ftm}
72 jo2—1 J1 tm tmfl J1
si bien que

S OE [(Mt;ri ~ My ?E [(Mtg _ Mtgfl)Q\}}ﬁH

Jj1—1

1<51<2<pm
Pm i Pm
_ 2 2 2
= E (th — th ) E th - th .th
J1 J1-1 J2 jo—1 J1
Jgi=1 L Je=j1+1

Pm _
= S E|(My ~ My PE [ME ~ M2,
L J1—1 J1

ji=1

Pm N Pm
< Y E|(M - Mtﬁil)Q(ZKQ)] - 2K)Y E [Mfﬁ - Mfﬁ_l}

=l j1=1
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= (2K*)(E[M, | - E[M;]) = 2K*)E[M;] < 2K™.

Finalement,

2
Pm
E (Z(Mt;n — Mt;nl)2> < 8K*.

j=1

U

En combinant le Lemme 5.29, 'inégalité de Doob (Prop. 4.18 avec p = ¢ = 2), on obtient :

lim B[ sup (X0 = X()*] ~ 0. (5.8)

n,m——+o0o s<t s

On peut alors extraire une sous-suite (ny)g>o telle que

E[sup (Xﬁ”k) — XS(”’““))Q] <272

s<t

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient alors

st =1 sst k=0

400 +o00 1/2 +00

E ) sup|X) — X§"k+1>|] <> E {Sup (X {m) — X§”k+1>)1 <Y 27 =2< +oo.
k=1

On en déduit que presque stiirement :

Zsup |Xs(”’“) — XS("’C“)‘ < +o00.

+o00
k=1 <t

Presque stirement, la suite de fonction (XS(”’f)) k > 1, converge donc uniformément

s€[0,t]’
sur [0,t] vers une limite qu’on note (Y;)sepo,q. Sur I'ensemble négligeable ot il n’y a pas la
convergence, on impose Yy = 0. Le processus limite (Ys)se[o,t} ainsi construit a alors des
trajectoires continues.

Comme d’apres le Lemme 5.29 pour chaque s € [0, ], (Xﬁn))nzl est une suite de Cauchy

2
dans L2, on a aussi la convergence X\™ %5 Y, quand n — +oo. En passant & la limite L2
dans I'égalité de martingale pour X ™ aux dates s et r,

X0 ~E[XP|F], s<n
on obtient la propriété de martingale pour Y sur [0, ¢] :
Y, :E[Y} ].7:8}, s <.

Le processus Y = (Y;)o<s<: est donc une martingale a trajectoire continue.
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Puis par un calcul simple, pour tout n > 1 et j € {1,...,p,}, on a
(n) -
M, —2X) = > (Myp — My ). (5.9)
i=1

En effet Xt(ff) =30 My (M = My ) = 321, (Myp My — Mg, ) et done

J J
MEJT‘ — 2X(:) = ME? +2 Z Mtz?,l -2 Z Mt?71MtZL

4
=1 =1
J J J
= > Mp+> Mp —2> Mg My
7 i—1 i—1 i
=1 =1 =1

(en reindexant la somme et avec My = My = 0)
J
= D (MG + My, | —2Myy M)
i=1
J

= > (M- M,y )

=1

Le processus M? — 2X ™ est donc croissant le long de la subdivision {t! : 0 <i < p,}. En
passant a la limite avec la sous-suite ny — 400 trouvée précédemment (pour laquelle il y
a convergence presque sire), par continuité, la fonction s € [0,¢] — M? — 2Y; est presque
strement croissante sur [0, ].

On pose alors, pour s € [0,t], (M, M), := M2 — 2Y, (avec, par convention, (M, M), = 0
sur I'ensemble de probabilité nulle ou la fonction ¢ — M? — 2Y; n’est pas croissante).

Ainsi, (M, M) est un processus croissant et par construction M2 — (M, M), = 2Y, est une
martingale, sur l'intervalle de temps [0, ¢].

Rappelons que t est fixé depuis le début de I'argument. Pour étendre la définition de
(M, M), atout s € Ry, on applique ce qui précede avec t = k pour tout entier k > 1 et on
note A*) le processus ainsi construit. Par unicité (3 indistinguabilité pres), on remarque
que le processus obtenu avec t = k doit étre la restriction a [0, k] de celui obtenu avec

t=k+1: Ak = AT;J’:]). On définit alors un processus (M, M), t > 0, croissant vérifiant
07

(5.2) en prenant
(M, M), = Agk) pour k > t.
L’égalité des restrictions des A*) assure la cohérence de la définition ci-dessus. Le processus

(M, M) ainsi construit vérifie la premiere partie du Th 5.27.

La partie unicité montre aussi que le processus (M, M) = ((M , M )t) 1> e dépend pas de

la suite de subdivisions (emboitées) choisies pour le construire. On déduit alors de (5.9)
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(avec j = p,) que pour tout t > 0, pour n'importe quelle suite de subdivisions emboitées
de [0,t] de pas tendant vers 0, on a

dans L?. Cela acheve la preuve du théoréme dans le cas borné.

Etape 2 : cas général

Considérons maintenant une martingale locale générale qu’on écrit sous la forme M, =
My + N;. On a donc M? = M + 2MyN; + N?.

On remarque que (MyN;);>o est une martingale locale. En effet, en notant (7},),>1 la suite
de temps d’arrét qui réduit la martingale locale NV et S,, = inf (n >0: |[MoNy| > n), alors
Sy, est un temps d’arrét ((MoNy)i>o est adaptée) et S,, ~ +oo (continuité de t — MyNy,
comme en Prop. 5.24). Comme (MoNt)T"AS”

>0
(Mo Ny)i>o est bien une martingale locale réduite par la suite de temps d’arrét T,,AS,,, n > 1.

est bornée et vérifie la propriété de martingale,

Ainsi pour montrer que M? — A, = (Mg + 2MyN;) + N? — A;, t > 0 est une martingale
locale, il suffit de le faire pour (N? — A;)i>0, et sans perte de généralité, on suppose donc
que My = 0 et on pose alors

T, =inf (t > 0: |M;| > n),

et on applique le résultat déja prouvé dans le cas borné aux martingales bornées M7n.
Notons A™ = (M™» M™) le processus associé a M. D’apres l'unicité, les processus
A(’I’L+1)

tAT,
que, pour tout n > 1, Aiar, et A,E”) sont indistinguables. De plus, par construction du cas
borné, M2, — Air, = (M7 — A,)™ est une martingale, c’est & dire M? — A, est une
martingale locale puisque T,,  +oc.

et A,E") sont indistinguables. On en déduit qu’il existe un processus croissant A tel

On prend alors (M, M), = A; et cela termine la preuve de la partie existence.

Deuxieme partie du Th. 5.27

Enfin, la deuxiéme partie du théoreme reste vraie dans le cas d’'une martingale locale :
en effet, si on remplace M et (M, M), par M et (M™» M™), = (M, M) (en anticipant
la Prop. 5.31 juste ci-dessous) alors le cas borné assure :

Pn

<M7 M)t/\Tn =P- lim Z (Mg{Ln _ Mt]{lil)Q

n—-+oo
=1

(méme avec convergence dans L? plutot qu’en probabilité). On conclut en observant que,
pour tout ¢t > 0, on a P(t < T,,) — 1, quand n — +o0, ce qui affaiblit la convergence L?
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-]

alors P(A,(e)) = P(An(e),t < Tp,) + P(An(e), T, < t) avec P(A,(e), T, < t) < P(T, <
t) — 0 et

en une convergence en probabilité : soit € > 0, posons

Pn

An(e) = {'(M, M), = (M — My | )?

=1

Pn

An(e) N {t < T} = {'<M, M)inz, = (Mg — Mg? )*

i=1

25} N{t<T,}.

25)20

ie. P-limy, 40 307, (Myn — Myn )* = (M, M), O

11 vient

pTL
lim P(A4,()) < lim P(T, <t)+ lim P (‘(M, M)iat, — Z(Mgl" - MtTn:)2

n—-+0oo n—-+o0o n——+oo —
1=

Proposition 5.31 (Crochet et arrét) Si T est un temps d’arrét, alors on a
(MT, M), = (M, M); .
Démonstration : Cela vient de ce que
(M) = (M, M){ = My — (M, M)r = (M? — (M, M)){

est une martingale locale comme martingale locale arrétée. Par conséquent le crochet ar-
rété (M, M)T vérifie la propriété/définition de (M7, MT) du Théoreme 5.27. Par unicité
du crochet, on doit avoir (M?*, MT) = (M, M)T & indistinguabilité pres. O

Le théoreme suivant montre comment les propriétés d’une martingale locale M sont liées a
celles de sa variation quadratique (M, M). Ainsi, les intervalles sur lesquels M est constante
sont exactement ceux sur lesquels (M, M) est constant. Si A est un processus croissant, on
note A, la limite croissante de A; quand t — 4o00.

Théoreme 5.32 Soit M une martingale locale a trajectoires continues avec My = 0.

(1) Si M est une (vraie) martingale bornée dans L?, alors E[(M, M )] < 400, et M} —
(M, M), est une martingale uniformément intégrable.

(2) Réciproquement, si E[(M,M)] < +oo, alors M est une (vraie) martingale bornée
dans L? (donc uniformément intégrable).

(3) 1l y a équivalence entre :
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(a) M est une (vraie) martingale de carré intégrable (ie. E[M?] < +oo pour tout
t>0).

(b) E[(M,M),] < +oo pour tout t > 0.

De plus si ces conditions sont satisfaites, M? — (M, M), est une martingale.

Remarque 5.33 Dans la partie 1) de 1’énoncé, il est essentiel de supposer que M est une
martingale, et pas seulement une martingale locale car on utilise I'inégalité de Doob et elle
n’est pas valable pour une martingale locale.

Démonstration : 1) Si M est une martingale (continue) bornée dans L?, I'inégalité de Doob
(Proposition 4.18 avec p = ¢ = 2) assure

E[sup ME] < 4supE[Mt2} < +o00.

£>0 >0

En particulier, M est une martingale uniformément intégrable qui converge (ps et, par
convergence dominée, dans L?) vers une limite M, € L? quand ¢ — +o0c. Pour tout entier
n > 1, on pose

Sp=1inf (t>0: (M, M), > n).

Alors S,, est un temps d’arrét et (M, M)ins, < n. On en déduit que la martingale locale
MZg — (M, M)s, est dominée par la variable intégrable n + sup,so M7. D’apres la Pro-
position 5.22, cette martingale locale est donc une vraie martingale. Comme elle est nulle
en 0, la propriété de martingalen assure

E[MtQ - <M7 M>t/\sni| - E[Mg/\sn - <M7 M>O/\Sni| =0,

ASn

soit

E[(M, M)irs,] = E[M}s, ]
En faisant tendre t — 400 (avec le théoreme de convergence monotone pour le terme de
gauche, le théoréme de convergence dominée pour celui de droite), on trouve

E[(M,M)s,] = E[M3,].

Puis comme S,, /* +00, en faisant tendre n — +o0, on trouve de la méme fagon (conver-
gences monotone et dominée)

E[(M,M)] =E[MZ2] < +o0.

De plus comme la martingale locale M? — (M, M); est dominée par la variable intégrable
supy>g M7+ (M, M), c’est donc une (vraie) martingale uniformément intégrable (toujours
par la Prop. 5.22)).

2) On suppose maintenant E[(M, M>oo} < 4o00. Avec T,, = inf (t >0 : |My| > n),
M est bornée donc c’est une vraie martingale bornée. De plus, la martingale locale
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MZ, — (M, M )i" est aussi une vraie martingale uniformément intégrable, car elle est
dominée par la variable aléatoire intégrable n? + (M, M), (cf. encore Prop. 5.22)).

Soit S un temps d’arrét fini ps. D’apres le théoreme d’arrét (Th. 4.32) appliqué a la mar-
tingale uniformément intégrable M7, — (M, M){™ avec S >0, on a

E[MZ,.] = E[(M, M)sur,].
Par le lemme de Fatou, on a alors (en utilisant S fini et 7, / +00 ps) :

2 st 2 . 2 .
E[M] = E[l&r_r}igof Mg, ] < I%I_I}igofE[MSATJ = l%r_rggflﬁl[(]\/[, M)spr,] SE[(M, M)s)].
La famille { Mg : S temps d’arrét fini} est donc bornée dans L? et par conséquent unifor-
mément intégrable.

En particulier, la sous-famille (M;nr, )n>1 est uniformément intégrable et converge ps vers
M; quand n — +o00, elle converge donc aussi dans L' (théoréme de Vitali). De méme, on a

Mnr, L—1> M,. En passant a la limite L' quand n — 400 dans I'égalité E [MtATn |]—"S] =M
(pour s < t), on en déduit
E[M,|F,] = M,,

ie. M est une vraie martingale. De plus, M est bornée dans L? puisque {M,,s > 0} est
une sous-famille de { Mg : S temps d’arrét fini} qui est bornée dans L.

3) Soit a > 0. Comme (M, M), = (M® M*), d’apres 1) et 2), on a E[(M, M),] < 400
si et seulement si @ = (M[);>o est une vraie martingale bornée dans L?. L’équivalence de
(3a) et (3b) suit alors facilement. Enfin, si ces conditions sont remplies, 1) montre que
M2, — (M, M),, est une vraie martingale, ce qui prouve le 3) car a est quelconque et peut
étre choisi arbitrairement grand. O

Corollaire 5.34 Soit M une martingale locale a trajectoires continues telle que My = 0.
Alors on a (M, M), =0 ps pour tout t > 0 si et seulement si M est indistinguable de 0.

Démonstration : Supposons (M, M), = 0 ps pour tout t > 0. D’apres les parties 1) et
2) du théoreme ci-dessus, M? est une martingale uniformément intégrable, d’on E[M?] =
E[MZ] = 0. Le processus nul est une modification de M. Commes les deux sont & trajec-
toires continues, ils sont indistingables. Il

Crochet de deux martingales locales

Si M et N sont deux martingales locales, on définit leur crochet par polarisation en posant :

<M’N>t: (<M+N,M+N>t_<M7M>t_<N7N>t)-

DN | —
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Proposition 5.35 (Propriétés du crochet joint)

(1) (M,N) est l'unique (a indistinguabilité prés) processus a variation bornée tel que
M;N; — (M, N),; soit une martingale locale.
(2) Si0 =ty <ty <--- <ty =t estune suite de subdivisions emboitées de [0,t] de pas
tendant vers 0, on a, au sens de la convergence en probabilité,
P
P- lim Y (Mp — Mg )(Ngp — New ) = (M, N),.

n—-+0o
=1

(3) L’application (M, N) — (M, N) est bilinéaire symétrique.
(4) (arrét) Pour tout temps d’arrét T,
(MT NT), = (M* N); = (M, N)rr. (5.10)

Démonstration : 1) découle de la caractérisation analogue dans le Théoreme 5.27 avec la
polarisation du produit réel (et I'unicité découle du Théoreme 5.26). On a

MN — (M,N) = %(((MJr N2 — (M+N,M+N)) — (M* = (N,N)) — (N2 — (N, N>))

est une martingale locale comme somme des martingales locales (M +N)*—(M+N, M+N),
M? — (N, N) et N> — (N, N) par définitions de (M + N, M + N), (M, M) et (N, N).

2) est de méme une conséquence de laffirmation analogue dans le Théoreme 5.27 par
polarisation : De

1 2
(My =My ) (Nyp=N ) = 5 ((Mep =My ) +(Nip=Ny )" =(Myp =My, ' —(Nep =Ny )?)

on déduit
Pn
> (Mg — My )(Nip — Nig. )
=1
1 Pn 5 Pn Pn
= 3 ( D (M = My )+ (Nip = Ny )" = D (M = My )* =Y (Nyy — Nt;gl)2>
=1 =1 =1
1
= (M + N, M+ Ny — (M, M), = (N,N),)
- <M7 N>t7

en utilisant 2) dans Th. 5.27 pour (M + N, M + N);, (M, M), et (N, N),.
3) découle, par exemple, de I'expression 2).

Enfin, on peut voir 4) comme une conséquence de la propriété 2), en observant que cette
propriété entraine ps

(MT NTY, = (M*,N), = (M,N), sur {T >t}
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(MT NTY, —(MT NT)y = (MT N), — (M",N)y =0 sur {T <s<t}.
O

Proposition 5.36 Soit My, M, deux martingales locales a trajectoires continues issues de
0. On a My = M, (a indistinguabilité prés) si et seulement si pour toute martingale locale
N, on a (My,N) = (Ms,N).

Démonstration : Il suffit de choisir N = M; — M, pour avoir (M; — My, My — M) = 0,
c’est a dire M, — My est constante donc nulle. O

Le résultat suivant est une sorte de généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux
intégrales par rapport a un crochet de martingales locales.

Proposition 5.37 (Inégalité de Kunita-Watanabe) Soit M et N deux martingales locales
et H et K deux processus progressivement mesurables bornés. Alors pour tout t > 0 :

2

/OtIHS\ | K| [d{M,N),| < (/OtHf d(M, M)S)l/2 (/0th d(N,N)S)l/ . (5.11)

Conséquence : Avec H =K =1, on a [(M,N)]?> < (M, M){N, N).

Démonstration : Par le théoreme de convergence monotone, il suffit de voir le résultat
pour H, K processus progressifs bornés. Quitte a remplacer K par gKsgn(HK), ou g =
d((M,N))/d|{M, N)| est la densité de Radon-Nikodym & valeurs dans {—1,+1}, on peut
remplacer f;oo |Hy| | K| |d{M, N)s| & gauche dans (5.11) par |f0+°° H, K, d(M,N),|.

Notons (M, N); = (M, N);— (M, N)s. On commence par remarquer que presque surement
pour tous s < t rationnels (donc aussi par continuité pour tous s < t) on a

(M, NYa] < /(M Moy /(N V) (5.12)

En effet, cela découle des approximations en probabilité de (M, M) et (M, N) données
respectivement dans le Th. 5.27 et la Prop. 5.35, ainsi que de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
(classique pour les sommes) :

Pn 2 Pn Pn
(Z(Mt? — My )(New — Nt21>> < Y (Mg — My )* ) (Nip — Nyn)?
=1 =1 =1

ou (t#)i=1,..n est une partition de [s, t]. A la limite n — +00, on obtient bien (5.12).

Dans la suite on fixe un w € ) pour lequel (5.12) est vraie pour tout s < ¢ et on raisonne
pour ce w presque sur. L'interprétation de fst |d(M, N),| comme variation bornée par la
Prop. 5.6 donne aussi

/: |d{M, N).| < \/<M, M), \/<N, Ny, (5.13)
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En effet, pour une subdivision s =t, <t <--- <t,=t, ona

p p
Z |<M7 N>ti—17ti‘ < Z \/<M7 M>ti—17ti \/<N’ N>ti—1,ti
=1 =1

» 1/2 » 1/2
S <Z<M’ M>ti17ti> <Z<N7 N>ti1ati>

i=1
< (M M) (NN
Soit maintenant H, K des processus progressifs simples. Quitte a raffiner les partitions

définissant H et K, on peut trouver 0 =ty < t; < --- <t, < +ooet hg,...,hy, ko, ..., ky,
telles que h;, k; € L*°(F;,), et pour lesquels

n—1 n—1
H=holpy+ Y hiljs, K =klo+ > kiljs,.-
i=0 =0

On a alors

1+1

t
/ H.K. d(M, N), (M, N,
0

n—1
< Z|hz| | il
i=0

tit1
/ d(M, N,

t

t
ti

n—1
Z hik; /
=0

n—1 it 1/2 i1 1/2
< S Jhl ki ( / d<M,M>s) ( [ aw. N>s)
i=0 ti t;
n—1 tit1 1/2 tig1 1/2
-y ( [ M>s) ( [ N>s)
i=0 ti t;
n=1 Lt ) 1/2 /.1 tiin ) 1/2
< Z/t h2 d(M, M), Z/t k2 d(N,N),
i=0 VY =0 "™

_ ( /0 ML doM M>5)1/2 ( /0 UKL AN, N>3)1/2

Quand H et K sont des processus progressifs bornés, on peut les approximer par deux
suites de processus simples (H,,),>1 et (K,),>1 qui convergent vers H et K en restant bor-
nées. On conclut alors par le théoreme de convergence dominée pour 'intégrale de Stieltjes.
O

5.4 Semimartingales continues

Les semimartingales forment la classe la plus générale de processus considérés pour construire
une intégrale stochastique au Chapitre 6 suivant.
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Définition 5.38 (Semimartingale) Un processus X = (X;)i>0 est une semimartingale a
trajectoires continues s’il s’écrit sous la forme X; = Xo+ M;+ A; ou M est une martingale
locale (issue de 0) et A est un processus a variation bornée.

Toujours grace au Théoreme 5.26, la décomposition ci-dessus est unique a indistinguabilité
pres. Si Yy =Yy + M, + A} est une autre semimartingale continue, on pose par définition

(X, Y)Y, == (M, M),

En particulier, (X, X); = (M, M),.

Proposition 5.39 Soit X, Y deuz semimartingales et 0 = {5 <t} < --- <ty =1 une suite
de subdivisions emboitées de [0,t] de pas tendant vers 0. Alors, au sens de la convergence

en probabilité :
Pn
P- T} (Xg =X, ) (Vi = Yi ) = (XY,

n—-+o0o
=1

Remarque 5.40 En particulier, si X ou Y est a variation bornée, alors (X,Y) = 0. En
effet, si par exemple X est a variation bornée, on a

Pn Pn
D (X = Xip )V — Ytzu)| < DX X | sup [Yip — Y|
=1 i=1 1=1,...,Pn
t
< ( sup |Ytn—Ytn1\)/ |[dX| — 0
i=1,...,pn ¢ - 0

t . C o . :
car [ [dX| est bornée (processus a variation bornée) et limy, o0 SUP <<y, |Yir =Yin | =0
par continuité des trajectoires de Y.

Démonstration : Pour simplifier, on suppose X = Y. Le cas général s’obtient ensuite
facilement par polarisation du produit. Alors,

Pn Pn Pn
Do (X =X )" = D0 (M — Mg, )"+ 37 (A — Age,)’
=1 i=1 i—1

Pn
+2)  (Myy = My )(Ag — Arg ).
=1

Le Th. 5.27 donne déja pour la martingale locale M :

Pn

P- lim > (M- My )* = (M, M), = (X, X);.
=1
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Puis comme A est a variation bornée et M est a trajectoires continues, la Remarque 5.40
précédente s’applique pour donner

DPn

n1—1>r—|1—100 121 <Mt7 B Mt?—1>(At;L B At?—l) = <M7 A>t = 0’
- 2

Jm 2 (e = de)” = (4,4 =0

0

Les principaux résultats d’intégration contre un crochet de martingales locales restent vrais
contre un crochet de semimartingales, en particulier :

Proposition 5.41 (Inégalité de Kunita-Watanabe) Soit X,Y deux semimartingales conti-
nues et H, K deux processus progressifs localement bornés (ie. pour toutt > 0, sup,<, |[Hy| <
+00, idem pour K ). Alors ps pourt >0 :

/Ot |Ho| | K] |d(X, Y )| < (/Ot HZd(X, X)s> " (/Ot K2 d(Y, Y>s> 1/2. (5.14)



114 Chapitre 5. (©)JCB — M2 Math. — Université de Rennes 1



Troisieme partie

Intégration stochastique
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Chapitre 6

Intégration stochastique

On considere a nouveau dans ce chapitre un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)t>0, P)
muni d’une filtration (F;):>o satisfaisant les conditions habituelles. Le but est de construire
une théorie de 'intégration contre les processus stochastiques. La bonne classe de processus
a considérer est celle des semimartingales (& trajectoires continues) introduites dans le
Chapitre 5.

On commence par intégrer par rapport a des martingales (a trajectoires) continues
bornées dans L? en Section 6.1, cette construction est fondée sur une théorie L. On
étend cette construction par propriété d’arrét en Section 6.2 a des martingales locales
a trajectoires continues. On acheve la construction en Section 6.3 avec 'intégration contre
des semimartingales. On termine le chapitre par quelques commentaires sur le cas des
semimartingales a trajectoires non continues en Section 6.4.

6.1 Par rapport & une martingale bornée dans >

Définition 6.1 (Espace H?) On note H? l’espace des martingales M (d trajectoires conti-
nues) bornées dans L*(QQ) et telles que My = 0.

Le Th. 5.32 montre que, pour M € H? on a E[(M, M).] < +occ. D’apres 'inégalité de
Kunita-Watanabe (Prop. 5.37), si M, N € H? on a E[|(M, N)y|] < +o0, en effet :

E[|(M, Nyo]] < E [ / lao, N>s|} < E[(M, M)o] PE[(N, N)o] 2 < 400,

On définit alors un produit scalaire sur H? par (M, N) gz := E[(M, N)s] et on note || - || 2
la norme sur H? associée a ce produit scalaire :

1/2 1/2
|M]lsz = (M, M)y3 = E[(M, M)] ",

D’apres le Corollaire 5.34, en identifiant les processus indistinguables, on a bien une norme
puisque (M, M) g2 = 0 si et seulement si M = 0 (ie. le produit scalaire considéré est bien
défini positif).

117
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Proposition 6.2 L’espace H? muni du produit scalaire (M, N) g2 est un espace de Hilbert.

Démonstration : Il s’agit de vérifier que H? est complet pour la norme ||- || z2. Pour cela, on
considere une suite de Cauchy (M™),,>q pour cette norme : comme M™ —M™ € H? d’aprés
le Théoreme 5.32, (M™— M™)? — (M™ — M™, M™ — M™) est une martingale uniformément
intégrable. L’égalité de martingale assure

E[(M™ — M™% — (M™ — M™ M" — M™),]
= E[(M"— M™% — (M" — M™ M" — M™),] =0

c’est a dire

E[(M" — M™? = E[(M" - M™ M" - M™),]
E[(M™ — M™ M™ — M™)..],

IN

soit
supE[(M" — Mm)ﬂ < ||M™ - MmHHg

t>0

La propriété de Cauchy pour la suite (M"),>o dans H? donne donc

lim supE[(M— M™)?*] = lim [[M" — M"||z =0.

mn—+00 >( m,n—-+00

On a aussi E[(M™ — M™)?2 ] <E[(M™ — M™ M™ — M™)] et donc M, LN M.
L’inégalité de moment de Doob (Prop. 4.18) donne alors

lim E {sup(Mf — th)ﬂ <4 lim supE[(M]" — M[")?] = 0.

m,n—-+00 t>0 m,n—-+00 t>0

On peut alors extraire une sous-suite (ng)r>o telle que pour tout k& > 0

1/2 1
A
t>0 2

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors

400 400 1/2 +o0 1
E sup | M — M| < E [su M — M 2} < — < +00.
gl | < S o ey <5

On en déduit que presque strement

+o0
Zsup | M — M| < +oo. (6.1)
k=0

—y 120
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Presque slirement, la suite (M;™ )0 converge dans C°(R,,R) muni de || - ||». En effet, en
écrivant
p—1
M™ = (M™M= M) M et M=) (M™+ — M™) + M™,
k=0 k>0

par (6.1), on a presque strement :

M, — M| — M
sup [M: — M;”| = sup ;( )
< Zi‘ig\M"‘““ M| 50,

on a la convergence uniforme de M™ vers M = (M;);>o qui est donc dans C°(R,,R). Sur
I’ensemble négligeable ou il n’y a pas convergence, on impose M; = 0. Le processus limite
(My)e>0 a alors des trajectoires continues.

Comme, pour chaque ¢ > 0, la suite (M;"™)g>o est évidemment de Cauchy dans L*(),
(M;™)>0 converge aussi dans L?(Q2) vers M, pour tout ¢ > 0. On peut donc passer a
la limite dans L'(Q2) dans la propriété de martingale de (M;™);>q et on obtient celle de
(M;)i>0 qui est donc aussi une martingale. La suite (M"),>1 étant de Cauchy dans H?Z,
elle est bornée dans H? pour || - ||z, on a alors pour tout n > 1,¢ >0

E[(M]")*] = E[(M", M"),] SE[(M", M")oo] = | M" ||z < sup [| M|z

soit supn>1 E[(M]")?*] < +oo. La collection de variables aléatoires {M]" : n > 1,t > 0} est
>0

donc uniformément bornée dans L?(2). Par conséquent, la martingale M est aussi bornée
dans L?(QQ), ce qui assure M € H?.

Enfin, comme M, M™ € H? (M — M™)* — (M — M™ M — M™) est une martingale
uniformément intégrale (Th. 5.27), on a

|M™ — M|z = E[(M™ — M, M™ — M)y] = E[(M — M)?] 22225 0,

ce qui montre que la sous-suite (M™);>o converge vers M dans H2. Finalement, comme
la suite de Cauchy (M"™),>o a une sous-suite convergeant vers M, elle converge entierement
vers M dans HZ. O

Rappelons que Prog désigne la tribu progressive sur R, x Q (Déf. 4.4) et que les processus,
vus comme fonctions sur (R x €2, Prog) sont appelés progressifs (Déf. 4.3).

Définition 6.3 (Espace L*(M)) Pour M € H?, on note

L*(M) = L*(Ry x Q, Prog,dP ® d{M, M))
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Uespace des processus progressifs H = (Hy)i>o tels que

+o0
E { H2d(M,M),| < +oc.
0

L’espace L?(M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

“+o00

(H,K)p2n) = E { H, K, d(M, M)S] . (6.2)

0

Définition 6.4 (Processus simple) On note S le sous-espace vectoriel de L?(M) formé des
processus H, dits simples, de la forme

Ht<w) = Z H(l) (w)l]tiﬂfwﬂ(t) (63)

1
=0

ou 0 <o <ty <ty <--- <t el pour chaque 0 < i < p, Hg) est une variable aléatoire
Fi,-mesurable et bornée.

Proposition 6.5 (Densité) Pour tout M € H?, l'espace S est dense dans L*(M).
Démonstration : 11 suffit de montrer que si K € L?*(M) est orthogonal a S alors K = 0.

Supposons donc K orthogonal a & pour le produit scalaire (6.2). Soit 0 < s < r et soit F
une variable aléatoire F,-mesurable bornée. Avec H = F1j,,) € S, on a

E [F / K, d(M, M)tl — (H,K) 201 = 0. (6.4)

En posant

t
X, :/ Ky d{M,M),, t>0,
0

Dégalité (6.4) se rééerit E[F(X; — X)] = 0 pour tous s < t et toute variable aléatoire
F,-mesurable F' bornée. De plus X; € L*(F;) pour tout ¢ > 0, car

/ K d(M, M), }

</0tK5d<M,M>u/0td<M, M)u)l/Ql

(par Kunita-Watanabe (5.11) pour d(M, M),,)

EHXtH = E

E

IN

IN

ot 1/2
E / K2d(M, M)u] E[(M, M)]"* < +o0
LJ O

(par Cauchy-Schwarz pour E)
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car M € H? et K € L*(M). Le processus X = (X;);>0 est donc une martingale.

D’autre part, par la Proposition 5.11, X étant une intégrale contre un processus croissant
est aussi un processus a variation bornée avec Xy = 0. Le Théoreme 5.26 exige alors d’avoir
X =0, ie.

t
/ K,dM,M),=0 ¥t>0 ps.
0

Comme 0 = [ K, d(M, M), = Jo, Kulpg(u) d{M, M),, la mesure K, d(M, M), coincide
avec la mesure nulle sur la famille des intervalles [0, ], donc par un argument de classe

monotone sur tout B(R, ). Cela assure que K est ps orthogonal & L?(M), ou encore K = (
dans L?(M), établissant la densité de S dans L?(M). O

On commence la construction de I'intégrale stochastique avec le cas de processus simple H
a intégrer :

Définition 6.6 (Intégrale stochastique simple) Soit M € H? et H € S de la forme (6.3).
On définit le processus H - M par

p—1

(H-M), = ZH(i)(thAt — Mype)-

=0

Proposition 6.7 Soit M € H? et H € S. Alors on a H- M € H? et pour tout N € H? :
t
(H-M,N)t:/ Hyd{M,N);=H - (M,N),. (6.5)
0
Remarque 6.8 — En général, on utilise la notation intégrale pour écrire ces processus :
t
(H- M), :/ H,dM,.
0

— L’intégrale H - (M, N) qui figure dans le terme de droite de (6.5) est une intégrale de
Stieltjes par rapport a un processus a variation bornée (M, N), comme défini dans
la Section 5.1.2.

— Par symétrie et en itérant (6.5) , on a aussi (H - M, H - M) = H*- (M, M).

Démonstration : Pour H € S de la forme (6.3), on écrit H - M = S0~ MY on M =
Hy (M,  nt — My p¢). On commence par observer que (Mt(i))tzo est une martingale pour
chaque 0 < i < p—1. En effet : pour s <,

—sis>t;

E[MPO|F) = E[Hg(My,,n — Myn)|F) = HoB (M, 00 — Mye) | Fe]
= Hu (M, — Mips) = M(i)é

i+1/\S s
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— puissi s < t;:
E[MP|F) = E[Huy(Ms,ne — Mynd)|Fs] = B[E[Hpy (M, a0 — Myne)|Fo] | Fs]
= E[H(i)E[(Mtiﬂ/\t - Mti/\t)"ai} -FS] = E[H(i)<Mti/\t - tht)‘}-s]
0=M®O.

On a donc E[M; D7, | = M pour tout t > set H-M = S°P7 0 M@ est bien une martingale.
De plus, comme H est bornee et M € H? on a aussi H - M € H2

Pour la deuxieme partie, d’abord, si H = H 1y, ¢,,,, comme MN — (M, N) est une
martingale (car martingale locale bornée dans L? d’apres la Prop. 5.35), en remplacant M
par M+t ou Mt alors

MY N — (M, N)it+t et MYN — (M, N)"
sont des martingales. Par conséquent la différence

(M1t = MY)N — (M, N)"t — (M, N)")
(M"*'N — (M, N)+1) — (M%N — (M, N)")

est aussi une martingale et elle est nulle en ¢ < ¢; puisqu’alors

M{* N, — (M, N){*' = My, Nt — (M, Ny, o pe = MyN; — (M, N),
M,stiNt - <M7 N>? == Mti/\tNt - <M; N)tmt = MtNt - <M7 N>t

Comme H@; € Fy,,
H (]\4“+1 — M“)N — H(i)(<M, Nttt — (M, N)ti)

est encore une martingale : soit s < ¢,
— sit; < s, alors H;) est F,-mesurable et :

E[Hg) (M, — M{)N, = Hy ((M, N)y™ — (M, N);') | F]
HpE[(My™ — My )Ny — Hey (M, N> - —< N)Y) ]
= Hy(Mg+ — My )Ny — Hyy ((M, N)g+t — (M, N){);

— si s < t;, alors

E[Huy (M;*" — MPYN, — Hey ((M, N — (M, N)E) | F]
= E|E[Hq (M = My )N, — Hey ((M,N);™ = (M, N)}) | Fo Fs}
- E H@E[(M:iﬂ—Mfi)Nt—H@<<M,N>zf+l (M, N)1) 17317
= E[Hy (M — M{)N, — Hy (M N)e — (M N)Y) [F] =0

-~

=0 car s <t
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Ensuite, en sommant sur 0 < <p—1,

(H - M)N — / H, d(M, N),

—

o
= (H(i) (Mb+ — MY)N — Hy ((M, N)'#+ — (M, N>ti)>

7

I
o

reste aussi une martingale. D’apres la Prop. 5.35, cette propriété identifie le crochet de
(H-M)etdeN :
((H-M),N)=H-(MN).

g

On poursuit la construction de I'intégrale stochastique a partir du cas H, processus simple,
de la Déf. 6.6, en passant au cas H € L?*(M) par densité (Prop. 6.5).

Théoréme 6.9 (Intégrale stochastique L?) Soit M € H?. Alors, lapplication H € S —
H - M s’étend en une isométrie de L?>(M) dans H?. De plus,

(1) la martingale H - M est caractérisée par la relation

(H-M,N)=H-(M,N), VYN ¢ H? (6.6)
(2) puis, si T est un temps d’arrét, on a la propriété d’arrét :

(lpnH) M= (H-M)"=H -M". (6.7)

Avec des notations intégrales, cette derniere propriété s’écrit de facon naturelle :

t tAT t
/1[07T]HdM:/ HdM:/ HdM".
0 0 0

Démonstration : L’application H — H - M est clairement linéaire. Puis pour H € §, on a
vu que H - M est une martingale avec la propriété caractéristique (6.5) (Prop. 6.7). On a

lH - M3z = E[(H-M,H-M)]
= E[H* (M, M)s] (par (6.5))
= E{ H? d(M, M),

= [ HZ20)-

L’application H — H - M est donc une isométrie de S dans H?2.
Comme H? est un espace de Hilbert (Proposition 6.2) et comme S est dense dans L?*(M)
(Proposition 6.5), on peut prolonger de maniére unique cette application en une isométrie

de L*(M) dans H?.
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1) On vérifie maintenant la propriété de crochet caractéristique (6.6). On sait déja par
(6.5) qu’elle est vraie si H € S. Pour la généraliser, notons que pour N € H?, 'application

{HE — LY(Q)

X — (X, N)a (6.8)

est continue de H? dans L'(Q) : en effet, par les inégalités (5.14) de Kunita-Watanabe
(Prop. 5.41) et de Cauchy-Schwarz,

E[(X,N)wl] < E[(X,X)Y*N,N)?]  (Kunita-Watanabe)
= E[(X, X)) YR [(N,N)] 12 (Cauchy-Schwarz)
= E[(N. N)oo] )1 12
Par densité de S dans L?(M) (Prop. 6.5), soit alors H € L?*(M) et (H"),>o suite de S

H2
qui converge vers H dans L?(M). Par l'isométrie, on a alors H" - M — H - M quand
n — +oo. Puis par la continuité de (6.8) :

(H-M,N), = L' lim (H" - M,N)o = L*- lim (H" - (M,N))s = (H - (M, N))o,
n—-—+0o0

n—-+40o

ott les convergences ont lieu dans L'(§2) avec pour la derniere égalité I'utilisation, encore,
des inégalités (5.14) de Kunita-Watanabe et de Cauchy-Schwarz :

?|

(On justifie de la méme fagon que (H - (M, N))s est bien défini.) On a donc établi la
propriété de crochet (6.6) pour ¢ = +o00. Pour conclure, il faut 'obtenir pour tout ¢ > 0.
Pour cela, il suffit de remplacer N par la martingale arrétée N* en ¢ > 0 dans 1’égalité
(H-M,N)s = (H-(M,N))s et on trouve
(H-M,N), = (H-M,N)! =(H-M,N"
= (H-(M,N"))oo = (H - (M,N)")oo,= (H - (M,N)),

/JFOO(H;L _Hs) d<M= N)s

| < B )P =

ce qui achéve de prouver la propriété de crochet (6.6).

La propriété (6.6) est bien caractéristique pour H - M : soit X une autre martingale de H>
qui satisfait la méme propriété (6.6), on a pour tout N € H?,

(H-M—X,N)=0.
Le choix particulier N = H - M — X € H? donne alors (H-M — X, H-M — X) = 0 donc
|H-M — X|[g2=0,ie. X = H-M. Cela termine la preuve de 1).

2) Pour prouver la derniére propriété, on utilise la propriété d’arrét du crochet (5.10) de
deux martingales (Prop. 5.35) et la propriété caractéristique (6.6) déja prouvée : si N € HZ,
on a

((H - M)', N}y = (H - M,N)inp = (H - (M, N))enr = (H1oz) - (M, N));
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ou l'avant derniere égalité vient de (6.6) et la derniere égalité est évidente puisqu’il s’agit
d’une intégrale de Stieltjes. La martingale arrétée (H - M)T vérifie donc la propriété carac-
téristique de I'intégrale (1 H) - M. Cela justifie la premiere partie de (6.7). On obtient
la seconde partie en procédant de méme :

(H-M",N) = H-{M",N) = H-(M,N)" = (Hlp) - (M, N)
ou a nouveau la derniere égalité est due au fait qu’il s’agit d’une intégrale de Stieltjes. [

Le résultat suivant est une propriété d’associativité de l'intégrale stochastique sous
réserve de conditions convenables d’intégrabilité des processus a intégrer.

Proposition 6.10 (Associativité de I’intégrale stochastique L?) Soit M € H?, K € L*(M)
et He L*(K-M). Alors HK € L*(M) et

(HK)-M =H - (K -M). (6.9)
Démonstration : D’apres le Théoreme 6.9, on a
(K-M,K-M)y=K-(M,K-M)=K?*-(M,M),

et donc

—+00 —+00
E[ H§K§d<M,M>S} —E{ H?d(K - M,K - M),| < +oc
0 0

ce qui garantit HK € L*(M). Pour (6.9), on montre la propriété caractéristique (6.6) : si
N e H? ona:

ot la deuxieme égalité utilise 1'associativité de 'intégrale de Stieltjes. Comme 1’égalité est

vraie pour toute N € H2 elle exige (HK)-M = H - (K - M). O

Remarque 6.11 (Moments des intégrales stochastiques) La proposition précédente légi-
time les écritures informelles suivantes :

t t
/Hs(stMs):/ H,K, dM,.
0 0

De méme (6.6) s’écrit

. t
</ HdeS,N> :/ H,d(M,N),.
0 t 0
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En appliquant deux fois cette relation, on obtient aussi :

</0 HdeS,/O' KSdNS> :/UtHsst<M,N>S. (6.10)
</ H, dMs,/ H, dM> :/OtH§d<M,M>5.

Soit M € H2, N € H? et H € L*(M), K € L*(N), comme H - M et (H-M)(K - N) —
((H-M), (K N)) sont des martlngales (en utilisant (6.10)), on a pour tout t € R, les

moments suivants :
t
E {/ HSdMS] = 0 (6.11)
0

E K/Ot H, dMS) (/Ot K, st>} E Uot H, K, d{M, N>8} . (6.12)

Attention : Ces relations (6.11), (6.12) ne seront plus forcément vraies pour les extensions
de l'intégrale stochastique qu’on décrit ci-dessous pour les martingales locales.

En particulier, on a

Remarque 6.12 (Sur l’intégrale contre le mouvement brownien) Le mouvement brownien
est bien une martingale continue mais n’est pas borné dans L? (par exemple avec le Théo-
reme 5.32 parce que son crochet (B, B); =t — +00). Cette section ne permet donc toujours
pas de construire une intégrale contre le mouvement brownien. Les derniers obstacles sont
levés dans la section suivante.

6.2 Par rapport a une martingale locale

En utilisant la propriété d’arrét (6.7), on étend maintenant dans cette section la défini-
tion de H - M au cas ou M est une martingale locale a trajectoires continues. Dans cette
section, on considere M une martingale locale a trajectoires continues issue de 0.

Définition 6.13 (Espaces L2 (M)) On note L% (M) l’espace des processus progressifs H
tels que pour tout t > 0,

t
/ HZd{M, M), < 400 ps.
0

Pour une martingale locale M, on continue & noter L?(M) Pespace des processus progressifs
H tels que

+o0
E { HZd(M, M)S] < +00.
0

Le résultat suivant achéve (presque) la construction de l'intégrale stochastique, en consi-
dérant le cas d’'une martingale locale M a trajectoires continues.
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Théoréme 6.14 (Intégrale stochastique générale) Soit M une martingale locale, a trajec-
toires continues, issue de 0. Alors pour tout H € L (M), il existe une unique martingale
locale issue de 0, notée H - M. De plus :

1) la martigale locale H - M est caractérisée par la propriété de crochet :
( g
(H-M,N)=H-(M,N) VN martingale locale ; (6.13)
2) la propriété d’arrét (6.7) reste vraie : si T est un temps d’arrét, on a
(

(lpnH) M= (H-M)"=H-M". (6.14)

Remarque 6.15  — On note habituellement (H - M), = f(f H, dM;.

— Cette définition étend celle du Théoreme 6.9 : si M € H? et H € L*(M), alors les
définitions des deux théoremes coincident.
En effet, si M € H? et H € L*(M), 'égalité (H - M, H - M) = H?- (M, M) entraine
d’abord que H - M € H?, et ensuite les propriétés caractéristiques (6.6) et (6.13)
montrent que les définitions des Théoremes 6.9 et 6.14 coincident.

— La propriété d’associativité de la Proposition 6.10 reste vraie aussi sous des hypo-
theses convenables d’intégrabilité.

— Le mouvement brownien B est une martingale locale pour laquelle le Théoreme 6.14
définit donc lintégrale (H - B), = [ HydB, powr H € L} (B). Les intégrales

stochastiques par rapport au mouvement brownien B s’appellent les intégrales d’1t6.
Le calcul stochastique lié a ces intégrales est le calcul d’Ito.

Démonstration : On définit
t
T, = inf <t >0 / (1+ H%d(M, M), > n) :
0

Comme pour la Prop. 5.24, il s’agit d’une suite de temps d’arrét, croissante vers +oo.
Comme on a

Tn
(M M), = (M, Myox, < / d(M, M), <,
0

la martingale locala arrtée M7 est une (vraie) martingale bornée dans L? par le Th. 5.32,
ie. M™" est dans H?2. De plus, H € L*(M™) car par définition de T,,, on a aussi

+0o0 Th
HZ2d(M™ M™), = HZ2d(M,M), <n.
0 0
Pour chaque n > 1, on peut donc définir I'intégrale stochastique H - M par le Th. 6.9 (cas
L? borné). Par la propriété caractéristique (6.6), on vérifie facilement que nécessairement
sim >mnalorsT,, > T, et on a

H-M™=(H- -M"™)™,
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En effet
AT,
(MY N) = (M), Ny, = [ Hod(M™, ),
0
tAT, AT AT,
= / H,d(M,N)I = / H,d{M,N),
0 0

-/ U HL A, N, = (B (N = (M), )
= ((H-M)™ N),.

Il existe donc un (unique) processus noté H - M qui étend tous les H - M™" ie. pour
tout n > 1,
(H-M)™ =H-M™.
Explicitement, on pose
_ Tn
(H-M), = (H-M"™), (6.15)

pour tout n tel que T,, > t, la discussion précédente justifiant que la définition a bien un
sens (elle ne dépend pas de n!). D’apres le Théoreme 6.9 (isométrie entre L2(M) et H?),
les processus (H - M)™ = H - M sont des martingales de H?, si bien que H - M est en
fait une martingale locale.

1) On montre maintenant la propriété de crochet (6.13) caractéristique. Pour cela, soit N
une martingale locale issue de 0 et soit 7), = inf(t > 0 : |[N¢| > n), n > 1, une suite de
temps d’arrét qui réduit N. On pose alors S,, = T}, A T’,. Comme M5 N € HS, on a

(H-M,NY* = ((H-M)> N°)
(H - M™)5 N5 (car S, <T,)

H - M™ N5 (propriété (5.10) du crochet)
= H-(M™ N (dapres (6.6) du cas L? borné)

H - (M™ N)5»  (propriété (5.10) du crochet)

H - (M,N)""» = H . (M,N)>" (S, <T,)

(H - (M, N))> (propriété de I'intégrale de Stieltjes). (6.16)

Comme S,, / +00, en faisant n — 400, on déduit de (6.16) pour tout t > 0: (H-M, N), =

H-(M,N),. Finalement, on a (H-M,N) = H - (M, N), établissant la propriété de crochet
(6.13) dans ce cas général.

La caractérisation de H - M par (6.13) se justifie exactement comme précédemment dans
le Th. 6.9 : si pour toute martingale locale N

((H-M),N)=H-(M,N)=(X,N),

alors pour la martingale locale N = (H-M)—X,ona (H-M)—X,(H-M)—X) =0, et
d’apres le Th. 5.32 (H - M) — X est une vraie martingale L?. La propriété de martingale
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donne alors E[((H - M); — Xt)z} =0, donc (H - M); — X; = 0 presque surement. Comme
il s’agit de processus a trajectoires continues, on a X = H - M, a indistiguabilité pres (cf.
Corollaire 5.34).

2) La propriété d’arrét (6.14) est obtenue pour les martingales locales par les mémes ar-
guments que dans la preuve du Th. 6.9 (noter que ces arguments utilisent seulement la
propriété caractéristique (6.6) qu’on vient d’étendre). O

Remarque 6.16 (Moments des intégrales stochastiques) Discutons maintenant de 'exten-
sion des formules de moments (6.11), (6.12) énoncées en Remarque 6.11. Soit M une mar-
tingale locale, H € L} (M) et t € [0, +o0]. Alors, sous la condition

loc

E[(H-M,H M) =E [/tH§d<M,M>S < +o0,

on a H € L?(M?") et on peut appliquer le Théoréme 5.32 & (H - M) pour obtenir

t t 2
S En
0 0

De facon générale, la propriété d’isométrie de l'intégrale stochastique du cas borné dans

L? est remplacée par
t 2
([ n.an)
0

En effet, soit le majorant est +o0o et 'inégalité est vraie, soit il est fini et ’estimation de
la variance reste valable et donne I’égalité.

:E{/OtHfﬂM,M)S}.

E <E Uot HZ?d(M, M>S] . (6.17)

L’énoncé suivant établit une approximation par des sommes de Riemann des intégrales
stochastiques (contre une martingale locale) et compléte la Prop. 5.7 pour le cas d'un
processus a variation bornée.

Proposition 6.17 (Approximation de Riemann) Soit M wune martingale locale a trajec-
toires continues et H un processus adapté a trajectoires continues. Alors, pour tout t > 0,
pour toute suite 0 = t5 < --- < t) =1 de subdivisions de [0,t] de pas tendant vers 0, on
a, au sens de la convergence en probabilité :

n—1

t
P- lim Y Hp(Mp  — Mp) = / H,dM,. (6.18)
0

n—-+o00
=0
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Démonstration : On commence par observer que (6.18) est immédiate pour un processus
H®™ simple donné par

p—1
H = Hilg ), 20,
=0

Dans le cas général, on pose pour tout p > 1 :
T, =inf (s > 0: |H,| + (M, M), > p) (6.19)

et on remarque que H, H™ et (M, M) sont bornés sur D'intervalle ]0, T,]. D’apres la théorie
L?* de lintégrale stochastique en Section 6.1 (avec notamment 1’expression (6.12) pour le
moment d’ordre 2), on a pour tout p fixé :

E[((H(")'MT”>t—(H‘MT”)t)Q} = E :((H(")l[o,m M)y — (H1pm, 'M)tﬂ

= E|((H" = H)lpz,) - M);]

t

t
= | [ () a0 ),
0

tAT)p
= IE/ (H™ — H,)? d(M,M)S}.
0

s

Sur [0,7,], on a (Hg") — H,)? < 4p? et par continuité des trajectoires de H, lim,,_, ;o " =

H;. Par le théoreme de convergence dominée (pour l'intégrale de Stieltjes), il vient presque

surement :
tAT,

lim (H™ — H)? d(M, M), = 0.

n——+00 0 s

Puis comme

tAT)p tATp
/ (H™ — H,)? d(M,M),| < / A? (M, M), < 4 (M, My,
0 0

< 4p*(M, M), < 4p°,

le théoréme de convergence dominée (pour E cette fois) entraine :

) n T, Tp\ \2| _
ngrfoola[((m ) M), — (H - M™),) } ~0.
On a donc (H™ - M™), L (H - M*), quand n — +o0, et en utilisant la propriété d’arrét
(6.14), on en déduit la convergence dans L?

L% lim (H™ - M)ig, = (H - M)inr, -

n——+o00

Pour conclure, on remarque que lim, , ., P(7, > t) = 1, ce qui affaiblit la convergence L?
obtenue en une convergence en probabilité. O
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6.3 Par rapport a une semimartingale

On acheve completement dans cette section la construction de l'intégrale stochastique en
intégrant finalement par rapport aux semimartingales a trajectoires continues. Pour cela,
on dit qu'un processus progressif H est localement borné si

ps Vt >0, supl|H,| < -+oc.

s<t

En particulier, tout processus continu adapté est localement borné (cf. Prop. 4.6). De plus,
lorsque H est un processus localement borné :
— pour tout processus V' a variation bornée, on a :

t
ps VYVt >0, / |Hy| |[dVy| < +o0;
0

2

loc

— pour toute martingale locale M, on a H € L; (M) car pour tout t > 0, on a :

t
/ HS2 d{M, M), < (sup|HS|> sup (M, M), < 400.
0

s<t s€[0,t]

La définition suivante synthétise I'intégration par rapport a la partie martingale locale du
Th. 6.14 et 'intégrale par rapport a la partie processus a variation bornée (Section 5.1.2) :

Définition 6.18 (Intégrale par rapport a une semimartingale) Soit X = Xo+ M + A une
semimartingale a trajectoires continues, et H un processus progressif localement borné.
Lintégrale stochastique H - X est alors définie par

H- X=H-M+H-A

ou H - M est définie dans la Section 6.2 (Th. 6.14) et H - A est définie en Section 5.1.4
en tant qu’intégrale de Stieltjes. Traditionnellement, on note :

t
(H-X)t:/ H,dX,.
0

Des propriétés déja vues pour l'intégrale contre une martingale locale et contre un processus
a variation bornée, on déduit facilement :

Proposition 6.19 (Propriétés de ’intégrale stochastique)

(1) L’application (H,X) — H - X est bilinéaire.

(2) H-(K-X)=(HK) X, si H et K sont localement bornés.
(3) Pour tout temps d’arrét T, (H - X)'' = (Hlpm)- X = H- XT.

(4) Si X est une martingale locale (resp. si X est un processus a variation bornée) alors
il en est de méme pour H - X.
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(5) Si H est un processus progressif de la forme Hy =y "~ H(l 1y4,4,,1(8) oti, pour chaque
i, H;y est Fy,-mesurable, alors

p—1

(H-X) = Z Hiy (X one — Xine)-
1=0

(6) (Riemann) Soit X une semimartingale continue et soit H un processus continu adapté.
Alors, pour tout t > 0, pour toule suite 0 =ty < --- <17 =1 de subdivisions de [0, ]
de pas tendant vers 0, on a, au sens de la convergence en probabilité :

n—-+o0o

- lim Zth th —th / H dX

Démonstration : Toutes les propriétés viennent de celles vues en Section 5.1 pour la partie
variation bornée et en Section 6.2 pour la partie martingale locale. Par exemple, 6) vient
de la Prop. 5.7 et de la Prop. 6.17. O

Remarque 6.20

— Remarquer que dans la propriété 5 ), on ne suppose pas que les variables aléatoires
H ;) sont bornées.

— Le résultat d’approximation dans 6) généralise dans le cas de l'intégration stochas-
tique 'approximation des intégrales de Riemann. Ce résultat sera utile dans la suite,
notamment pour prouver la formule d’Ito.

— Dans ce résultat, il est essentiel de considérer Hy» dans 'approximation de Riemann.
Un autre choix conduit a un autre type d’intégrale stochastique : par exemple Hep |
mene a une intégrale dite anticipante, et Hp, 4emy /2 mene a 'intégrale de Stra-
tonovich alors que pour le choix Hyr, fait dans ce chapitre, on obtient l'intégrale
d’Ito.

Le résultat suivant est une version du théoreme de convergence dominée pour les intégrales
stochastiques :

Théoréme 6.21 (Convergence dominée pour ’intégrale stochastique) Soit X une semi-
martingale a trajectoires continues et (H™),>1 une suite de processus progressifs localement
bornés telle que, pour toutt > 0, lim,,, 1o, H}' = 0 et telle qu’il existe un processus K borné
satisfaisant |H"| < K pour tout n > 1. Alors (H™ - X), L 0, n = +o00, uniformément sur
tout compact.

Démonstration : Il s’agit de voir

P- lim sup|(H"- X)s| =0.

n—-+o00 s<t



6.4. Cas non continu 133

Lorsque X est un processus a variation bornée, c¢’est clair d’apres les propriétés de I'intégrale
de Stieltjes (convergence dominée pour l'intégrale de Stieltjes).

Lorsque X est une martingale locale : on la suppose réduite par la suite de temps d’arrét
(T})p>1 donnée comme en (6.19) par

T,=inf (s > 0: |Hy| + (X, X), >p), p>1,

alors (H™)™» converge vers 0 dans L*(X*") car

[ o, = E[ / +OO((H:)Tp)zd<XT”,‘><T‘°>s} —E[ / "y ax, x),).

Comme avec H — 0 pour tout s et |H}'| < p pour s € [0,T,], par convergence dominée
pour l'intégale de Stieltjes, on a
Tp

li H™")?d(X, X), =0.
o (D7 d(X X

De plus,

<

Tp Tp
/ (H™? d(X, X), / P d(X, X),| < P,
0 0

donc par convergence dominée pour I'espérance [E, on a

lim ||(H™")™ =0.

n—-+00

”L?(XTP)

H2
D’apres l'isométrie du Théoreme 6.9, pour chaque p > 1, on a (H" - X)» — 0 quand
n — +oo. Finalement, comme lim, , . P(7, > t) = 1, on obtient la convergence en pro-
babilité cherchée. U

6.4 Cas non continu

La théorie d’intégration stochastique présentée dans ce chapitre s’applique pour des semi-
martingales a trajectoires continues. On pourrait s’intéresser a des semimartingales a tra-
jectoires cadlag (continues a droite et avec des limites a gauche) ou caglad (continues a
gauche avec des limites a droite). On integre alors des processus dits prévisibles ((F;-)>0-
adaptés et continus & gauche) ou optionnels ((F;):>o- adaptés et continus & droite). Dans
le cadre cadlag, la décomposition d'une semimartingale en martingale locale 4+ processus a
variation bornée n’est plus unique (heuristiquement : on peut jouer sur les sauts) a moins
d’imposer par exemple que le processus a variation bornée soit prévisible (dans ce cas, on
"fixe” les sauts).

Il faut cependant introduire deux crochets [M, M]; et (M, M), (qui est la projection prévi-
sible de [M, M];). Chacun de ces deux crochets hérite d’une des propriétés fondamentales
(5.2), (5.3) de I'unique crochet défini dans le cadre continu (cf. Théoreme 5.27), on retrouve
ainsi que
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— [M, M]; = limja 0 3, en(My,,, — My,)? est la variation quadratique de M olt A est
une subdivision de [0,¢] et |A| désigne son pas.
— (M, M) = ({M, M);)¢> est 'unique processus prévisible tel que M? — (M, M) est
une martingale locale.
Dans ce contexte, il faut alors porter une attention particuliere aux sauts AX; = X; — X;-
du processus. On consultera [Pro] pour une introduction au calcul stochastique avec saut
ou, pour le cas spécifique des processus de Lévy, [CT] ou [App].



Chapitre 7

Formule d’Ito et conséquences

Dans ce chapitre, on prouve la formule d’Ito, véritable clef de voute du calcul stochas-
tique. Celle-ci montre que lorsqu’on applique une application C? & une semimartingale,
on conserve une semimartingale; elle en donne en plus la décomposition (martingale lo-
cale 4+ processus a variation bornée). La formule d’It6 est prouvée en Section 7.1. Des
conséquences importantes en sont présentées dans les sections suivantes : théoreme de
Lévy (caractérisation du mouvement brownien par son crochet, Section 7.2 ), théoreme de
Dubins-Schwarz (Section 7.3), inégalités de Burkholder-Davis-Gundy (BDG, Section 7.4),
théoreme de représentation des martingales (Section 7.5), formule de Tanaka (Section 7.6).

7.1 Formule d’Ito

La formule d’Ito est I'outil de base du calcul stochastique : elle montre qu'une fonction de
classe C? de p semimartingales continues est encore une semimartingale continue, et elle
exprime explicitement la décomposition de cette semimartingale.

Rappelons la formule de changement de variable classique : si F, g sont de classe C'! alors
(Fog)(t)=F'(g(t) g'(t) sécrit

Flg(t)) = F(g(0)) + / F(g(s))g/(s) ds.

Si F est C! et g est seulement absolument continue (c’est a dire & variation bornée) alors
on a encore avec 'intégrale de Stieltjes :

t
Plo(t) = Fla(0) + | F(a(s) do(s)
0
La méme formule reste vraie pour un processus X a variation bornée en faisant un calcul

trajectoriel (pour chaque w fixé, la trajectoire ¢ — X;(w) est a variation bornée et le cas
précédent s’applique) : pour F' une fonction de classe C!, on a alors

F(X;) = F(Xo) + / (X)X,

135
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La formule d’It6 généralise cette propriété pour des semimartingales lorsque F est C?; la
formule fait alors apparaitre un terme supplémentaire dia au fait que ces processus ne sont
pas a variation bornée, cf. (7.1) ci-dessous.

Théoréme 7.1 (Formule d’It6) Soit X une semimartingale et F': R — R une fonction de
classe C*. Alors

t 1 t
F(X;) = F(Xo) +/ F'(X,)dX, + 5/ F"(X,) d{X, X)s. (7.1)
0 0
Si on considére p semimartingales continues XM, ..., X® et F : R? — R de classe C?
alors,
1 1 "L [torF .
FXY, .. xP) = F(Xé),...,Xép))+Z/ (XD, XPyax®
= Jo Oz
1 & 1 0°F S
- —— (XM XDy a(x @ x0)y 7.2
+2;/Oaxiaxj<s,,s>< XO),.(72)

Démonstration : On traite d’abord le cas (7.1) c’est a dire p = 1. Considérons une suite
{0 =15 <--- <ty =t}y>1 desubdivisions emboitées de [0,t] de pas tendant vers 0. Alors
en télescopant la somme, on a

pn_l

F(X;) =F(Xo) + Y (F(Xim,) — F(Xi)).

=0

La formule de Taylor (Lagrange) a lordre 2 sur l'intervalle (non ordonné) (Xt?,XthH)
donne pour chaque w € € :

fni(w)
F<Xt?+1) B F(Xt?) - F/(Xt?>(Xt?+1 o Xt?) - 2 (Xt?+

LX)

ou

foi€ | inf F"(Xp +60(Xpp  — X)), sup F"(Xpp +0(Xpp | — X))

0€[0,1] 9€[0,1]

Noter qu’avec la formule de Taylor a reste intégral, on a

1

n,i\W
! 72( >(Xt?+1 B Xt?)z - (thnﬂ o Xt?)Q/O (1- U)F”(Xt? + u(Xt?H B Xt?)) du

et donc

1
fnﬂ(W) = / 2(1 - U)FU (thf + U(Xﬂzrl - thl)) du
0
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est bien mesurable (ce qui n’est pas directement clair par Taylor-Lagrange). D’apres 6)
dans la Proposition 6.19 (approximation a la Riemann des intégrales stochastiques) avec
H, = F'(Xy), on a au sens de la convergence en probabilité :

pn_l

t
N F (X)X, — Xep) — / F'(X,)dX,, n— +oo.
i=0 0

Pour prouver la formule d’It6 (7.1), il reste a établir la convergence en probabilité :

pn—1

t
S i) (X, — Xp)? 5 / FY(X,) d(X, X)s, 1 — +o0, (7.3)
i=0 0

car alors, par unicité presque sure de la limite en probabilité, on aura pour tout £ > 0 :

F(X}) = F(Xy) + /t F'(X,)dXs + % /t F"(X,)d(X,X)s ps.

Les deux termes de ’égalité ci-dessus étant continus en ¢, les deux processus seront en fait
indistinguables, ce qui donnera (7.1).

Il reste donc a établir (7.3) ; pour cela, on note pour n < m :

pm—1

To = Y fng(@)(Xem | — Xpm)?
=0

pn—1

Tn,m = Z fn,i(w) Z (Xt;rf‘_l - Xt;”>2'
=0

{etp<tm<tr )

pm—1 _ x~pn—1 s Ny
Comme » 5", = > ", Z{j:t%t;n <t (subdivisions emboitées), on a

pn_l

T = Z Z S (@) (X | — Xt;-”)g

=0 {jir<em<tn, |}

et on peut écrire

|Tm - Tn,m|
pn—1 o1
= D DY S @K, = X =D Y failw)(Xem = X )?
=0 {itp <ty <ty ;} =0 {jup<tP <ty }
pn—1
i=0 {jip<¢m<ir,
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pn—1 pm—1

= anz Z <Xt§11 _Xtm = Znm Z Xtﬂl _Xt}n)Q

i=0 {jp<tm<er |}

avec

Zpm = SUp ( sup | frnj — fm|> )

0<i<pn—1 \ {tp<tm<tr, )

Comme F” est continue, s € [0,t] — F”(X) est uniformément continue (Heine) et cela as-
sure que Zy 2, 0 quand n, m — 4o00. D’aprés linterprétation « variation quadratique »

du crochet (Proposition 5.39), on a Y " 1(Xtm —Xt;_n)2 SN (X, X);. Et donc pour € > 0
donné, il existe N; > 1 tel que pour tout m>n > Ny,

pm—1
P(|T — Tl >/3) < P(ZMZE:Q@H—X¢V25B>§53. (7.4)
=0
(Comme Z,, 5 0 et PRy (th’fH — Xt;n)Q 5 (X, X)y, le lemme de Slutsky assure
Znm 250 (Xam | — Xym )2 550)

Ensuite, comme les (¢}");. an<ematn, | forment une subdivision de [t}, 7, ], la Proposition 5.39
montre aussi qu’en probablhte

pn—1
P- lim 7T, :—hmg E X Xm)?
m—400 nm m—400 fnz ( tJn}rl tgn)
i=0 {gtp<tm<tn, |}

pn—1

— Z fri (<X> X>t?+1 —{X X>t?)

= [ max ).

ou h, = fial nilnn [ Ainsi pour chaque n > 0, il existe Ny(n) > 1 tel que pour

7 7i+1
m Z Ng(n) .

(
Puis comme F est C? on a lim, o h,(s) = F"(X,) ps. De plus, on a pour tout s €

[t?u t?—i—l [

’hn(s)_F/I(Xs>‘:|fn,z_ lim fm,j )|: lim |fnz fm,] ‘< lim an7

m——+o00 m——+o00 m—-+0o0

ﬂm—/%AQMXX%

> 5/3) <e/3. (7.5)

et donce

sup |ha(s) — F"(X,)] — 0, n— +oc,
s€[0,¢]
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/ x).- | X dUX, X),

< ( sup |hn(s) — F”(Xs)|><X,X>t 50, n— +oo.

s€[0,t]

puis

Il existe donc aussi N3 > 1 tel que pour n > N3

IP(/Othn(s)d<X,X>s—/OtF”(XS)d(X,X)S

(3

> 5/3) <e/3. (7.6)

-]

Comme

pm—1

Z Fmg (Xem —Xt;_n)Q—/t F"(X,)d(X, X),

0

c {|Tm Tl > 2/3)
u{ Ty — /Ot ho(s)d(X, X),| > 5/3}
u{ /Othn(s)d<X,X>s—/OtF”(Xs)d<X,X)s 25/3}

en combinant (7.4), (7.5), (7.6), et en prenant n > max(Ny, N3) et m > Ny(n), on a :

IP’( Zé?)S&

ce qui prouve (7.3) puisque € > 0 est arbitraire. Finalement, la formule d’Ito (7.1) est
prouvée pour p = 1.

pm—1

t
Z Smi(Xem | — Xt;.n)2 —/ F"(X,) d(X, X)s
0

j=0

Dans le cas ou p est quelconque, la formule de Taylor toujours a ’ordre 2 donne

F(Xp) oo X0 ) = F(x, Xff))

(]
ti

p p
Z oF .« Z Joli k) K I I

= O kl=1
avec
il e oF (X2 + (Xl —xW),..0), sup (X +ox) —xWy,.0)
T oo, Oxpdry N fi i 1 b

veo1] Orpday ~ & bt

Le 6) dans la Proposition 6.19 donne a nouveau la limite cherchée pour les termes faisant
intervenir les dérivées premieres :

) ( x () X )Y gx *)
Z@xk W X ) (X — Z/ (9azk s, XP) ax®,
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En adaptant légerement les arguments du cas p = 1, on montre que pour tous k,l €

{1,...,p}:

pn—1 t 92
B _xy O _ Oy _F TE o ®) g(x® x0
(X =X ) (X =X ) — | m———(X7,..., X)) d(X™, X V), — :
; fn,l( ti+1 t; )( ti+1 t; ) 0 3xk8xl( s ) s ) < ) > n +00
Cela acheve la preuve de la formule d’It6 dans le cas général (7.2). g

Un cas particulier important de la formule d’It6 est la formule d’intégration par parties.

Corollaire 7.2 (IPP) Si X et Y sont deux semimartingales continues, on a

t t
XY, = XoYy + / X, dv, + / Y, dX, + (X, Y)s. (7.7)
0 0

Le terme (X, Y’) est nul si X ou Y est a variation bornée. Il est présent quand on considere
de (vraies) semimartingales et ce terme supplémentaire témoigne de la différence entre le
calcul stochastique et le calcul différentiel déterministe.

Démonstration : Appliquer la formule d’Itd & F(x,y) = zy qui est bien de classe C? en
x,y et noter que

O*F O*F O*F
8x8y<x’y) gz @) 3y (,y)
O
En particulier, si Y = X on obtient
t
XP=X2+ 2/ X dXs + (X, X):.
0
Remarque 7.3 — Lorsque X = M est une martingale locale, on sait que M? — (M, M)

est une martingale locale (définition du crochet du Théoreme 5.27). La formule
précédente montre que cette martingale locale est en fait

t
M§+2/ M, dM,,
0

ce qu’on aurait pu voir directement dans la démonstration donnée en Section 5.2
puisqu’une lecture attentive de la démonstration indique que la construction de
(M, M), fait intervenir > 3" My (M, — M) qui sont des approximations (de
type Riemann) de l'intégrale stochastique fot M dM;,.
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— En prenant Xt(l) =1et Xt(z) = X;, on a aussi pour toute fonction F de classe C?
sur Ry x R

F(t, X;) = F(0, Xy)

+/t‘9F( X,) dX, + / X)) ds + /82 (5, X,) d(X, X), . (7.8)
s (s - s 5. (7.
o Ox 2 J, Ox? ’
martm;ize locale variati:r)rbornée
En fait, il suffit de prendre FF € C'?(Ry x R,R), ie. F est C' ent € Ry et C? en

r eR.

Retour au mouvement brownien

Pour un (F;)-mouvement brownien B, la formule d’It6 s’écrit

F(B,) = F(By) + /t F'(B,)dB, + % /t F"(B,)ds.

En prenant X" =t et X\¥ = B, (7.8) devient : pour toute fonction F' de classe C* sur
R, xR, ona:

LOF "(OF  10°F
F(t,Bt) = F(O,B()) +/0 %(8, Bs) st +/0 <§ + 5@) (S,Bs) ds.

Si B, = (Bt(l), ..,B” )) est un (F;)-mouvement brownien en dimension d alors les B®) sont
des mouvements browniens indépendants. On a vu au chapitre précédent que dans ce cas
(BW BU)Y = 0 lorsque i # j et d(B®, BW), = ds. La formule d’It6 montre alors que,
pour toute fonction F de classe C? sur R?,

or .
F(BL,....BY) = F<B<”,...,Bép>>+z / OB, BP)aBY

/ AF(BW, ... BW)ds (7.9)

ou AF = ZZ 1 a o7 £ est le laplacien de F'. On a aussi une formule analogue pour F(t, B, w Bt(p )).

En particulier si F' est harmonique (ie. AF = 0) alors F (Bt(l), ce ng )) est une martingale
locale.

Exponentielles stochastiques

On définit maintenant I'exponentielle stochastique £(M) d’une martingale locale M
quelconque. La formule d’Ito justifie qu’il s’agit d’'une martingale locale et explique la
terminologie, cf. la Remarque 7.5 ci-dessous. Pour commencer, on dit qu'un processus a
valeurs dans C est une martingale locale si ses parties réelle et imaginaire en sont.
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Proposition 7.4 Soit M une martingale locale. On pose pour tout A € C :

E(AM), = exp <)\Mt - %2<M, M>t) .

Le processus E(AM) = (E(AM)¢)i>0 est une martingale locale.

Démonstration : Si F'(z,r) est une fonction de classe C? sur R xR, la formule d’Tt6 assure

F(M;, (M, M);) = F(M0,0)+/tg—i(Ms,<M,M)s) dM,
+/0 (%—f+%%) (M, (M, M),) d{(M, M),.

Le processus F(Mt, (M, M >t) est une martingale locale deés que sa partie a variation bornée
s’annule, ie. lorsque F' vérifie la condition :

oF n 10°F

or 2 0x?

La preuve s’achéve en observant que cette condition est satisfaite par la fonction F'(z,7) =
2 . /7 . ’ . . . .

exp ()\m — ’\77') (plus précisément par les parties réelle et imaginaire de cette fonction). O

Remarque 7.5 Avec F(z,r) = exp (z — r/2) (prendre A = 1 précédemment), %5 (z,r) =
F(z,71), si bien que I'identité

F(My, (M, M),) = F(M,,0) + /t g—i(Ms, (M, M)) dM,
s’écrit .
E(M), = E(M)y + / E(M), dM, (7.10)

ou en écriture symbolique d’EDS (cf. Chapitre ??) : dE(M) = E(M)dM, ce qui généralise
I'équation dy = ydz de solution y(x) = e* avec la condition y(0) = 1 ou I’équation
dy; = yydgy de solution y; = exp(g;) si g est a variation bornée nulle en 0 et avec la

condition initiale yg = 1. Cette propriété justifie I’appelation exponentielle stochastique de
M pour E(M).

Proposition 7.6 (1) Soit f € L? (B) avec f(f f(s)*ds < C ps pour une constante C' finie
alors E( fo fsdBy) est une vraie martingale de carré intégrable. En particulier pour tout

t>0, on a E[E([, fedB;)] = 1.
(2) Si f € L} (B) est a valeurs complezes, on a

loc
’5(/0 deBS>t

2

/t|f(s)|2ds§ ¢ = E
0

<400 et E [g</ deBS>J — 1.
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Démonstration : 1) On fixe ¢ > 0 et on pose Z; = &( [, f(s)dB;);. On commence par
supposer que |f(s)] < k pour tout s € [0,¢]. Pour 'exponentielle stochastique, la formule
d’Ito s’écrit

Z=1 +/t Z.f(s) dB.. (7.11)
0

< oo}

pour assurer que fot Z,f(s) dBs est une (vraie) martingale et que E[Z;] = 1. De (a + b)? <

2(a? + b%), on déduit
u 2
Zﬁ§2<1+ (/ ZSdeBS) ) u < t.
0

Pour le calcul du moment d’ordre 2 de fou Z fsdBg, on utilise I'isométrie d’Ito pour déduire
pour u <t :

On montre alors que

t
fZ e L[Qoyt](B) = {H : Q xRy — R progressif avec E [/0 HZ?ds

E[z2] < z<1+/0u1@[z§f3}ds)
< 2(1+k2/0uE[Z§} ds). (7.12)

A priori comme E[Z2] n’est pas finie, on utilise les temps d’arrét T;, = inf (¢ > 0: Z; > n),
n > 1, qui réduisent la martingale locale Z. En faisant comme précédemment, on peut
remplacer (7.12) par

E|[Z1u<ry| <E[Z).7] <2 (1 + k2 / E|Z21,<r,] ds) : (7.13)
0

On peut alors appliquer le résultat classique suivant a E[Zg]-{ung}] :

Lemme 7.7 (Gronwall) Soit g une fonction positive localement intégrable définie sur R,
telle que pour a,b >0

¢
ot <a+b / o(s) ds. (7.14)
0
Alors g(t) < aexp(bt) pour tout t > 0.

Preuve (Grénwall). En multipliant par e~ I'’hypothese (7.14) s’écrit

% [exp(—bt) /Otg(s)dS} < aexp(—bt)
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ce qui, en intégrant, donne

a

exp(—bt) /0 Cg(s)ds < “(1 — exp(—bt).

S

On obtient le résultat en reportant I'inégalité ci-dessus dans ’hypothese (7.14) :
g(t) <a-+ b%ebt(l — exp(—bt)) = ae™.
O

Le lemme de Gronwall (Lemme 7.7) assure alors E[Z21,<7,1] < 2exp(2k®s) et par conver-
gence monotone on obtient E[Z2%] < 2exp(2k?s) lorsque n — +oo. Pour s € [0,¢], on a
donc Z, de carré intégrable et borné dans L?. Cela garantit fZ € Lﬁm(B) et & partir de
(7.11) : E[Z,] = 1. De plus, comme f est bornée et Z est bornée dans L?, on a

EK@@J:M/Z@%%<+w

ce qui assure que Z est une martingale L? par le Th. 5.32.

Dans le cas général, on pose f, = (f An)V (—n) et on applique le cas precedent a fn
(fonction bornée par n). Par convergence monotone, on a fg fo(u)du 2 fo V2du, n —>

400, presque strement et par isométrie d’Ito et convergence dominée fo ful )dBu —>
fo u)dB, car

</Ot fu(w) dB, — /Otf(u) dBu>2

et, comme la convergence en probabilité se conserve en appliquant une application continue,

~&[ [ (i) - s ] .

On a donc

avec des notations évidentes, on a : Z,(t) N Z(t), n — +o0. Puis

B(2.07) = & lew (2 [ 1 -9 [ fn<s>2ds)]
e v )]
epolef )]

IN
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< 1 xexp(3C) (7.15)

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le cas précédent pour avoir

E {exp (4/Otfn(s) dBS—s/Otfn@)?ds)] _E {g (/Otélfn(s) st)] _1

La borne (7.15) assure que (Z,(t)),>1 est uniformément intégrable. D’apres le Théoreme

de Vitali, la convergence Z,(t) Ny (t) se renforce en Z,(t) oz (t) et on a en par-
ticulier lim,, o, E[Z,(t)] = E[Z(t)], ce qui assure E[Z(t)] = 1. Pour s < ¢, on a aussi

E[Z,(t)|F] LN E[Z(t)|Fs]. En passant a la limite dans E[Z,,(t)|Fs] = Z,(s) ps, il vient
donc E[Z(t)|Fs| = Z(s) ps pour s < t (unicité ps de la limite en probabilité), ce qui établit
que Z est une martingale.

Il reste & voir que cette martingale est L. Pour cela, on observe qu’on a mieux que I'uni-
forme intégrabilité dans L' avec une meilleure propriété que (7.15), en effet :

Bz = Elew (3 [ noran-3 [ oras)]
—- E _eXp <S/tfn(s)st— 18— 15 /tfn(s)%zs)]
Ay e
<E [exp (15 / Fuls )}

< E[g( /0 6£(s) dBS)J exp(15C/2) = exp(15C/2),

IN

ce qui justifie que (Z,(t)),>1 est uniformément intégrable dans L% On en déduit alors que
Zo(t) 5 Z(1) et done Z(t) € L2.

2) Pour le cas complexe, on écrit f = Re(f) + iIlm(f) et on se ramene assez facilement au
cas réel. U

7.2 Théoreme de Lévy

Le résultat suivant permet de caractériser le mouvement brownien par son crochet parmi
les martingales locales a trajectoires continues.

Théoréme 7.8 (Caractérisation du mouvement brownien par son crochet)
Soit X = (X(l), e ,X(d)) un processus a trajectoires continues (JF;)-adapté issu de 0. Il y
a équivalence entre



146 Chapitre 7. (©)JCB — M2 Math. — Université de Rennes 1

(1) X est un (F;)-mouvement brownien en dimension d.

(2) Les processus XU, ... XD sont des (F;)-martingales locales continues et de plus
<X(i),X(j)>t =6t

ot 0; ; désigne le symbole de Kronecker.

En particulier, une (F;)-martingale locale continue M issue de 0 est un (F;)-mouvement
brownien si et seulement si (M, M), = t.

Remarque 7.9 Il est crucial que le processus soit a trajectoires continues. Par exemple le
processus de Poisson (standard) vérifie la méme propriété de crochet mais il est a trajec-
toires cadlag (continues a droite avec des limites a gauche).

Démonstration : Le sens 1) = 2) est connu, cf. Remarques 5.28 et ??. On montre la

réciproque. Pour u,v € R on note u-v = =1 UjU; le produit scalaire euclidient de R

Etant donné u € R, u - X = (u - X¢)t>0 est une martingale locale de processus croissant
d d d
ZZu]uk (XD, x®)) :Zuit: ||| %2.
j=1 k=1 j=1

D’apres la Proposition 7.4 sur les exponentielles stochastiques, £(iu - X) = exp (w - X+
$||lul[*) est une martingale locale. Comme cette martingale locale est bornée sur les in-
tervalles [0, 7], T' > 0, il s’agit en fait d’une vraie martingale. La propriété de martingale
donne alors pour s < ¢t

1 1
E [exp (zu X, + §Hu|]2t) ’]:s} = exp (zu - X+ §HuH25> .

En particulier, pour A € F;, on a :
]E[lA exp (zu (X — XS))}

= ]E[E[IA exp (iu - (Xp — X5)) ‘]:SH

1 1
= B [Laesp (—iu X gl ) E fesp (- X+ Jhulie) |2
: Lo . 1o
= E |1 exp | —iu- X, — §||u|| t)exp zu-XS+§||u|| s

= P(A)exp <—%||u||2(t — s)) . (7.16)

Avec A = Q, l'identité (7.16) montre que X; — X, ~ N (0, (t — s)I;). Ensuite pour A € F;
de probabilité P(A) > 0, en notant P4(-) = P(-|A), I'identité (7.16) s’écrit

E4 [exp (i - (X, — XS))] = exp (_%HUHQ(t - s))
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ie. £(X; — X |A) =N (0, (t — s)I4). Pour toute fonction mesurable positive f sur R?, on a
IE:A [f(Xt - Xs)} = E[f(Xt - Xs)]

soit
]E[lAf(Xt — Xs)] = P(A)E[f(Xt - XS)}.

Comme c’est vrai pour tout A € F, par un argument de classes monotones, on a X; — X, |

1 Fs.

Finalement, pour tout 0 =ty <t; < --- <t,, le vecteur (Xt(j) — Xt(;)_l)lgigd est un vecteur
1<5<p

gaussien (car obtenu en regroupant p vecteurs gaussiens indépendants). Par transformation

linéaire, (X%,)1<i<p €st encore un vecteur gaussien pour tout (¢;)1<i<, et donc X est un pro-

cessus gaussien. Comme le vecteur (Xt(;) — Xt(:)_l)lgigd a ses composantes indépendantes,
: St

1<j<p
le processus X est finalement gaussien, a accroissements indépendants et stationnaires et
(par hypothése) & trajectoires continues, achevant de prouver que X, ... X@ sont d
mouvements browniens indépendants. [l

7.3 Dubins-Schwarz

Le résultat suivant montre que pour les martingales locales continues, le crochet est
une horloge interne qui permet de retrouver le processus quand on évalue un mouvement
brownien standard avec cette horloge. C’est une preuve supplémentaire du role central du
mouvement brownien dans la classe des martingales locales continues.

Théoréme 7.10 (Dubins-Schwarz) Soit M wune martingale locale continue issue de 0 et
telle que (M, M), = +00 ps. Alors, il existe un mouvement brownien standard 3 tel que

ps YVt >0, M= By,

Remarque 7.11 — En grossissant 1'espace de probabilité on peut se débarrasser de la
condition (M, M), = +00 ps.
— Le mouvement brownien [ n’est pas adapté par rapport a la filtration (F;);>o initiale
de M, mais par rapport a une filtration « changée de temps ».
— Il s’agit d'un résultat existentiel : le résultat est valable pour un certain mouvement
brownien (construit par la preuve du théoréme) et pas pour un mouvement brownien
quelconque.

Démonstration : Pour tout » > 0, on définit 7,. = inf (t >0: (M, M) > r). Il s’agit d’un
temps d’arrét car {7, > s} = {(M, M), <r} € Fs et donc {7 < s} = {71, > s} € Fs. De
plus, 'hypothese (M, M), = +o0co assure que, pour chaque r > 0, 7,, < 400 ps.

Ensuite, on observe que la fonction r € R, — 7, est croissante et cadlag :
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— croissante car si r < s alors
{tZO <M,M>t > S} C {tZO <M,M>t >T}

et en passant aux inf : 7. < 7y ;

— continue a droite car si on note a = limy\, 75, on a d’abord a > 7, par croissance,
puis si I'inégalité est stricte, on aurait 7, < § < a < 7, pour tout s > 7 et
nécessairement r < (M, M) 3 < s pour tout s > r ce qui est absurde (car on peut
prendre s arbitrairement proche de ) ;

— avec des limites a gauche en r > 0 qui existent par monotonie et elle sont données
par

li}HTs = 7,— = inf (t >0: (M, M), :r).

Pour r > 0, on pose alors 5, = M., .
Le processus [ est adapté par rapport a la filtration donnée par G, = F, , r > 0. Remar-

quons que cette filtration satisfait les conditions habituelles (puisque lorsque (75,),>1 est
une suite de temps d’arrét décroissant vers T on a Fr = () -, Fr,, cf. Prop. 4.9).

Lemme 7.12 Les intervalles de constance de M et de (M, M) sont ps les mémes. En
d’autres termes, on a ps pour tous a < b,

M, = M,, Vt € [a,b] < (M,M),={(M,M),, VtE€ [a,b].

Démonstration : De la gauche vers la droite, utiliser 'approximation habituelle de (M, M),.
De la droite vers la gauche, appliquer le Corollaire 5.34 ((M, M) = 0 : M est indistinguable
de My) au processus My; — M,, t € [0,b — al. O

Revenons a la preuve du Théoreme 7.10. On a ps pour tout r > 0,
li s — li M., =M,_ =M, = )
sl}‘r}*ﬁ sl/r‘nr ° T " B

ou l'avant derniere égalité vient du Lemme 7.12 et du fait que pour ¢ € [1,.-, 7], on a
(M, M), = r. Par ailleurs, par composition de telles fonctions, les trajectoires de [ sont
clairement continues a droite ; on conclut que le processus 3 est a trajectoires continues.

Nous montrons ensuite que 3, et 32 — s sont des martingales relativement a la filtration
(Gs)s>0. Pour tout n > 1, les martingales locales arrétées M™ et (M™)% — (M, M)™
sont des vraies martingales uniformément intégrables (d’apres le Théoreme 5.32 puisque
(M™ M™) = (M, M), =n). Le théoreme d’arrét s’applique pour ces martingales uni-
formément intégrables et donne alors pour r < s < n :

E[ﬂswr] = ]E[M;ﬂfn] = M:Tn = ﬁr

et

E[5; - sG] = E[(MI)’ = (M™ M™).|F,]
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= (M) = (M™ M™),,
= B

On a donc (5, B)s = s. Le Théoreme 7.8 (Théoreme de Lévy avec d = 1) assure alors que
B est un (G,),>o-mouvement brownien. Finalement, par définition de /3, on a ps pour tout
t>0,

/3<M,M>t = MT(I\/I,M)t'

On a
Ty, = inf (s >0 (M, M), > (M, M),) > t,

si I'inégalité est stricte alors (M, M) est constante sur [t, 7, ,], et d’apres le Lemme
7.12 M Test aussi, ce qui assure MT<M’M>t = M; et conclut que ps pour tout ¢ > 0 on a
My = By, - Par continuité des trajectoires, les deux processus sont indistinguables. [

7.4 Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

Dans cette section, on prouve les inégalités Burkholder-Davis-Gundy (BDG) qui montrent
que pour une martingale locale M

E[M,M)] et E[[M7]"]

ou M} = maxg<s<t | M| sont de méme ordre de grandeur sur [0, +oo[ pour tout m > 0.

Théoréme 7.13 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy) Pour tout réel p > 0, il existe
des constantes c,, Cp telles que pour toute martingale locale M continue issue de 0,

¢ E[(M, M)2?] <E[(MZ)"] < C, E[(M, M)?/?] (7.17)
ot My = supg < | M.

Remarque 7.14 Si T est un temps d’arrét quelconque, en remplacant M par la martingale
locale arrétée M7, on obtient les mémes inégalités avec T' & la place de +o00 ; en particulier,
on a aussi les mémes inégalités avec t a la place de +o0.

On commence par les résultats préliminaires suivants :

Proposition 7.15 (Inégalités de martingales) Soit M wune martingale continue bornée et
de variation quadratique bornée. Mais pour tout temps d’arrét’T’, on a

E[|M7|*"] < CLE[M,M)F], m>0 (7.18)
B.E[(M,M)}] < E[Mr[*], m>1/2 (7.19)
B.E[(M,M)}] < E[(M;)*™] <CLE[(M,M)}], m>1/2 (7.20)

ot By, Cp,, CI. sont des constantes universelles (qui dépendent seulement de m mais pas
de la martingale M ni du temps d’arrét T ).
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Remarque 7.16 En localisant correctement, on montre que (7.18) et (7.20) restent valables
pour M martingale locale continue. Pour que (7.19) reste valable, il faut supposer en plus
que E[(M, M)7] < +o0.

Démonstration :[Inégalités de martingales] On considere le processus
Y, = d+¢&(M,M), + M}
t
= 0+ (L+e)(M, M), +2/ MydM, t>0,
0

ou d > 0 et € > 0 sont des constantes qui seront choisies plus tard et la deuxieme expression
vient de la formule d’It6. En appliquant la formule d’It6 pour f(z) = 2™, on a pourt > 0 :

t t
Y = 5m+m(1+5)/ Ysm_ld<M,M>s+2m(m—1)/ Y2 M2d(M, M),
0 0

t
+2m / Y M dM,.
0

Comme par hypotheése M, Y et (M, M) sont bornées et Y est bornée de 0, l'intégrale
f(f Y I M,dM, est une (vraie) martingale uniformément intégrable. Le théoreme d’arrét
(Théoreme 4.32) s’applique et donne

T
E {/ Y;mlMSdMS} =0.
0
En prenant les espérances dans la formule d’It6, on a donc

Bp] = o em ok | [ v,

+2m(m — 1)E [ /0 yme g M)] | (7.21)

Ci dessous, on passe a la limite dans les espérances avec le théoreme de convergence dominée
en utilisant que M et son crochet (M, M) sont bornés.

Cas 1 : borne sup (7.18) pour 0 < m < 1. Comme le dernier terme a droite de (7.21) est
négatif pour m < 1, en faisant 6 — 0, on a

E[(e(M,M)r + M7)"] < m(l+¢)E UO (e(M, Mg+ M2 d(M, M>s}

< m(l+e)e™'E {/OT(M> M)7td(M, M>s}

= (1+e)e™ "E[(M, M)7] (7.22)
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en utilisant la décroissance de 2™~ ! pour 0 < m < 1. Comme pour ces valeurs de m,
x +— =™ est concave, on a

2" @™+ y™) < (@ y), 20,y >0, (7.23)

et (7.22) donne
e"E[(M, M)F] +E[|Mr™] < (1+¢)(e/2)""E[(M, M)7]. (7.24)

On déduit alors
E[|Mr]*"] < (1 +¢)(2/e)' ™™ — ™) E[(M, M)F]. (7.25)

Cas 2 : borne inf (7.19) pour m > 1. Dans ce cas, le dernier terme a droite de (7.21) est
positif, z — ™! est croissante et x — 2™ est convexe. Les inégalités dans (7.22), (7.24),
(7.25) se renversent pour mener a

E[|MrP™] > (1 +e)(2/e)"™ — ™) E[(M, M)7].
Cas 3 : borne inf (7.19) pour 1 < m < 1. En faisant € = 0 et § — 0 dans (7.21), on a
1 T
E[| Mg |?™] = 2m<m - 5)1@: U | M, 2=V a( M, M)s} . (7.26)
0

De plus, on déduit de (7.23) et (7.21) et de la décroissance de ™!
2" (eME[M, MYF] + E[(6 + MP)™) < E[(e(M,M)r+ (0 + M;))"] =E[Y;

T
< ™ +m(l+¢)E [/ (6 + M2)™ (M, M}s] :
0
En faisant § N\, 0, on obtient alors
T
27 emE[(M, M)F] + E[|Mr|*"]) < m(1+¢)E U | M, 2=V a( M, M)s] . (7.27)
0

En combinant (7.26) et (7.27), on a la borne inférieure valable pour tout € > 0 :

(14¢)2t-m

EUMT‘M} =< < 2m — 1

- 1)_1 B[, M)].

Cas 4 : borne sup (7.18) pour m > 1. Dans ce cas, I'inégalité (7.27) s’inverse et on a

(1 + E)Qlfm

2m m
B[|Mr™] <e ( om — 1

- 1)1 £ [(M, Myy]
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ot & doit vérifier € > (2m — 1)2m! — 1.

Les cas 1-4 établissent (7.18) et (7.19). Pour prouver (7.20), on applique I'inégalité maxi-
male de Doob & la (F;)-martingale (Mpat)i>0. On a alors pour m > 1/2 :

B,E[(M,M)F] < E[[Mpa*™] < E[(M7)""]
m 2m .
: (zm_l) E {12

2m 2m N
= Cm(?m—1> ]E[<M’M>TAJ» t >0,

ce qui est (7.20) avec T remplacé par T' A t. On conclut alors a l'aide du théoreme de
convergence monotone en faisant ¢ — 400. Il

En plus des inégalités de martingales de la Prop. 7.15, la preuve des inégalités BDG du
Th. 7.13 utilise également I'inégalité de Lenglart :

Proposition 7.17 (Inégalité de Lenglart) Soit (X;);>o un processus a trajectoires continues
et positives partant de 0 et (A;)i>0 un processus continu croissant tels que

pour tout temps d’arrét T borné : E[X7] < E[A7]. (7.28)

Alors pour tout temps d’arrét T :

P (m<a%<Xs > 5> < IE[(S/;—AT] +P(Ar >0), €,6>0, (7.29)
2 —
E[(X;)] < E];E[Ag], 0<p<l. (7.30)

Remarque 7.18 1. Noter que la condition (7.28) est remplie si X = M? ou M est
une martingale continue bornée dans L? car par définition du crochet de M, on
a Xy — Ay = M} — (M, M); martingale locale et c’est une vraie martingale car
M € L% Le théoreme d’arrét (avec T borné et 0 < T') donne en prenant I'espérance
E[M7 — Ar] = E[M§ — Ao], ie. E[X7] = E[A7].

2. La condition (7.28) est encore remplie si M est une martingale locale réduite par 7T, :
on peut supposer que M est une martingale L? pour laquelle d’apres 1) (7.28) est
vraie, ie.

E[X7ar,] = E[Arar,] < E[A7].

Mais comme T,, /* +o00 et T est borné, par le lemme de Fatou, il vient :

E[XT] = ]E[hm inf XT/\Tn] S lim iIlf]E[XT/\Tn] S lim infE[AT/\Tn] S ]E[AT]

n—-+o0o n——+o0o n—-+o0o
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Démonstration :[Lenglart] Soit d’abord 7" un temps d’arrét borné et ¢ > 0. On note
R = inf(t >0: X, > 8). Sur {X5 > ¢}, on a R < T ou encore R = RAT. Comme par
continuité des trajectoires X = ¢, on a alors :

X X
P(X7 >¢) = E[lix;sq) =E {fl{x;ze}] IE[ RATl{X*>e}}
1 1 1
< EE[XR/\T] < EE[AR/\T] < EE[AT] (7.31)

ou on utilise d’abord (7.28) avec T' A R borné puis la croissance de A.

Si T est un temps d’arrét quelconque, alors (7.31) s’applique au temps d’arrét borné T,, =
TAn:P(X;, >e) < 1E[Ag,]. Mais comme T,, = T (n — +00), U,»,{X7, >} = {X; >
e} (réunion crmssante) et en passant a la limite, on a :

P(X; >¢) = lim P(X; >¢) < lim E[ATn] EIE[AT].

n—4o00 n—+oco £

On a donc encore P(X7 > ¢) < 1E[A7].
Finalement, soit £,0 > 0 et S = inf (t >0:A > 5). On a

P(X; > ¢)

P(X} > e, Ar < 6) +P(X; > ¢, Ar > 0)
P(X;>¢e,T < S)+P(Ar >0)
(X%As =) +IP’(AT 2 9)

IA A

VAN VAN
m|>—~m|+—n'ﬁ

E[Ar A 6] + P(Ar > 6)

en utilisant (7.31) avec T'A S puis la définition de S, qui assure Arpg = Ar A Ag = Ar A 6.

Pour la derniere partie, on utilise E[Z] = 0+°° P(Z > x)dx valable pour toute variable

aléatoire Z positive. En utilisant ci-dessous (7.29) avec e = § = 7 '/7, on a

+o0
B0GY] < [ By > o)ds

+o00
/ P(X7 >x1/p)dx
0

IN

+00 +oo
< / a PE[Ar A 2'P) + / P(Ar > z'/7)dz
0 0

AL +oo +oo
/ dx / Apz~YPdy +/ P(A} > x)dx
0 0

Ap
(th. de Fubini)

IA

E +E
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< E[A}]+E [AT X 7 prgl} + E[AY]
< 2Py,
L=p

g

Corollaire 7.19 Soit ( M),>1 une suite de martmgales locales et T un temps d’arrét tels

que (M™ MM 250. Alors SUP,<p |M | 0 quand n — +00.

Démonstration : D’apres la Remarque 7.18, la borne précédente reste vraie pour X =
(M™)2 et Ay = (M™, M™), ott M™ est une martingale locale. On a alors

(mmMm|>Q<1mwmeWﬁAﬂ+MmW%MWﬁz®.

s<T

Le deuxieme terme tend vers 0 directement par I’hypothese. Comme (M ™ M) A6 < 6
est borné et uniformément intégrable, le premier terme tend aussi vers 0 par le théoreme

de Vitali. Finalement, lim,, ., IP’( SUpP < |M ]2 > 5) = 0, ce qui assure en probabilité :

sup | M| 50, n— 4.
s<T

g

Avec les inégalités de martingales (Prop. 7.15) et l'inégalité de Lenglart (Prop. 7.17), tout
est en place pour prouver les inégalités BDG (Th. 7.13) :

Démonstration des inégalités BDG (Théoréme 7.13). D’apres les inégalités de martingales
précédentes (Proposition 7.15) et la Remarque 7.16 qui les suit, (7.17) est valable pour
p = 2m > 1. Il reste a voir le cas 0 < p = 2m < 1. Quitte a localiser les processus, on
suppose que M et (M, M) sont bornés et on utilise 'inégalité de Lenglart (7.30).

D’apres 'inégalité droite dans (7.20) avec m = 1, on peut appliquer l'inégalité de Lenglart
(7.30) avec
X =(M"? A=C)(M,M)

et on a pour tout 0 <m < 1:

l\.’)

E[(M})?"] < = (CHE[(M, M)7].

3

De la méme fagon, 'inégalité a gauche de (7.20) avec m = 1 permet d’appliquer I'inégalité
de Lenglart avec
X:Bl<M>M>a A:(M*)2
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ce qui donne pour 0 <m < 1

1 —m m m *\2m
5B E[(M, M)7] <E[(M;)*™].
—-m
Cela acheve la preuve des inégalités BDG (7.17). O

7.5 Représentation des martingales browniennes

Nous montrons que lorsque la filtration est engendrée par un mouvement brownien,
toutes les martingales pour cette filtration peuvent étre représentées comme intégrales
stochastiques par rapport a ce mouvement brownien. Dans cette section, on considere sur
Q2 la filtration brownienne (F;)¢>o, c’est ta dire I’augmentation habituelle de la filtration
canonique d’'un mouvement brownien B issu de 0. On commence par un lemme de densité

utile.

Lemme 7.20 (Densité dans L% (92, F.)) On considére la filtration brownienne. L’espace
vectoriel engendré par les variables aléatoires

exp (@ Z Aj(By; — Btj_l)>
j=1
pour 0 =ty <ty <---<t, et A,...,\, € R est dense dans L%(Q,}"OO).

Démonstration : Il suffit de montrer que si Z € L4(Q2, Fy,) vérifie

E

Z exp <2 i \(By, — Btj_1)>] —0 (7.32)

pour tout choixden >1et 0=ty <ty <--- <tp, A\,..., A\, € Ralors Z =0 ps.

On note ¢,, ,2(x), x € R, la densité de la loi N(m,a?), m € R,0? > 0 et on rappelle sa
fonction caractéristique N'(m,o?) : E[exp(iuX)] = exp (ium — (c2u?/2)).

Soit m > 1let 0=ty <ty <--- < t, fixés. La condition (7.32) assure que pour tous

o2 ...,02>0etmy,...,m, €ER ona

n

0 = /RH¢mj,a§.(>\j)E

Jj=1

Z exp (zzn: (B, — Btj1)>] A, ... d\,
j=1

n

1] (/R Oy 02 () €D (i/\j(Btj — Btjl))dAj>]

= K
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n 2 2
, 0% (Bi, — By,
= E ZHexp <zmk(Btk — By, ) — - 5 i
k=1
ol la deuxieme égalité vient du théoreme de Fubini et la troisieme de l'expression de la
fonction caractéristique de N'(m, o2). On obtient pour tous my, ..., m, € Ret ay,...,a, >
0:

E

n
Z Hexp (imk(Btk — By, ) — (B, — Btk—1)2>] = 0.
k=1

Un théoreme de type Stone-Weierstrass garantit que les combinaisons linéaires complexes
de la fonction constante égale a 1 et des fonctions de la forme

n

(Y15 -+ Yn) = exp (Z(imkyk - ozwi))

k=1

avec oy, ...,y > 0 et my,...,m, € R sont denses dans l'espace Cy(R",C) des fonctions
continues de R™ dans C qui ont une limite a I'infini, muni de la norme de la convergence
uniforme. Par un passage a la limite, on obtient donc, pour toute fonction ¢ € Cy(R™, C),

]E[Z QO(Btl, Bt2 — Bt17 ey Bt — Btnfl)] = 0.

n

On a donc, d’abord par approximation, pour tout ouvert borné U de R™ puis, par un
argument de classe monotone, pour tout borélien U de R™ :

E[Z 1U(Bt1a Bt2 - Btu s 7Btn - Btnﬂ)} = 0.

Finalement, on a obtenu 1'égalité E[Z14] = 0 pour tout A € o(By,,..., By, ). Avec un
dernier argument de classe monotone, on montre que cette égalité reste vraie pour tout
A € o(By:t >0); puis, par complétion, pour tout A € F.

En prenant A = {Z > 0} € F, on a Z14 > 0 et E[Z14] = 0 donc Z14 = 0 presque

strement ce qui exige Z < 0 ps. De méme avec A ={Z < 0},ona Z > 0pset donc Z =0
ps. On conclut finalement que Z = 0 ps ce qui établit le Lemme 7.20. U

Théoréme 7.21 (Représentation de variables L?) On considére la filtration brownienne.
Alors, pour toute variable aléatoire Z € L*(Q), Fao), il existe un (unique) processus h &
L3(B) (en particulier progressif donc adapté) tel que

Z =E[Z] + / " (s,w) B, (7.33)

Démonstration : D’abord, on établit 'unicité de h € L*(B) : si h et h correspondent a la
méme variable aléatoire Z € L*(Q), F.), par 'isométrie d'Tt6 on a :

( /0 m h(s,w)dB, — /0 +m%(s,w)) dBS)Q

E U;m (h(s,w) — h(s,w))* ds] —F =0,




7.5. Représentation des martingales browniennes 157

puisque

Z =E[Z] + /+oo h(s,w)dB, = E[Z] + /+mﬁ(s,w) dB,.

On a donc h = h dans L%(B) et I'unicité.

Pour D'existence, on note H 'espace vectoriel des variables aléatoires Z € L(£2, F.) qui
ont la propriété (7.33). Le but est de voir que H = L*(Q, F..).
Ensuite, on montre que H est fermé : si Z € H correspond a h,

([ o)

E[Z?] = E[Z])*+2E[Z]E {/Om h(s,w) st} +E 2

= E[Z]+E [/;Oo h(s,w)? ds] ,

par l'isométrie d’Ito et parce que fo h(s,w) dB;s est centrée. Il en découle facilement que
si (Z,)n>0 est une suite dans H qui converge dans L?*(Q, F.,) vers Z, on a

oo 2
E[(Z, — Z)? =E[Z, — Zn)* + E [/0 (hn(s,w) — hm(s,w)) ds| ,

et les processus h,, associés a 7, forment une suite de Cauchy dans L?(B) donc convergent
vers h € L*(B). D’ apres la proprlete d’isométrie de I'intégrale stochastique (Théoréme 6.9),
on a alors Z = E[Z f h(s,w) dBs et donc H est un espace fermé.

Ensuite, on montre que H contient les variables aléatoires du Lemme 7.20 : pour 0 =ty <
ty < - < tpet A,...,\, € R, notons f = Z ALy, ity et &' la martingale expo-
nentielle £ (i [; f(s) dBy) (cf. Proposition 7.4). La formule d’It6 (7.10) pour exponentielle
stochastique montre que

exp (izn:)\j(Btj— Z)\Q > &L :1+Z/O+Oo€ff(s)dB
j=1

soit
exp (i i N(By, = By,))
j=1
— exp( ZV >+z/0+ooexp(——z>\2 J1)5ff()
On a donc

{exp (iZ)\j(Btj —Btjl)) N ERO=1) <ty--- <tn,n€N} CH

J=1
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Finalement, avec le Lemme 7.20 on a :

L*(Q, Fs) = Vect {exp (iZ)\j(Btj — Btj_1)> NERO=t <t <t,,ne N} CH=H.
j=1

On a donc H = L?*(2, F.) ce qui prouve le Théoréme 7.21. 0

Théoréme 7.22 (Représentation de martingales bornées dans L?) On considére la filtra-
tion brownienne. Alors, pour toute martingale M continue et bornée dans L?, il existe un
(unique) processus h € L*(B) et une constante C' réelle tels que

t
M, =C +/ h(s,w) dBs.
0

Démonstration : Soit M une martingale continue et bornée dans L?, alors elle converge
vers My, € L*(Q, F..). D’apres le Théoreme 7.21 appliqué & Z, il existe h € L*(B) telle
que My, € L*(Q, Fy) s’écrive

“+o0o
M, = E[M..] +/ h(s,w) dB..
0
Par conditionnement, il vient :
t
M; = E[My|F] = E[M)] +/ h(s,w) dBs.
0

L’unicité de h € L?(B) s’obtient comme dans le Théoréme 7.21. O

Théoréme 7.23 (Représentation de martingales locales) On considére la filtration brow-
nienne. Alors, pour toute martingale locale M continue, il existe un (unique) processus
h € L2 (B) et une constante C' réelle tels que

loc
t
M, =C —|—/ h(s,w) dBs.
0

Démonstration : Pour une martingale locale continue, M, on a d’abord My = C' € R parce
que Fy est P-triviale (ce qu'on peut déduire soit de la premiere partie de la preuve soit
du Chapitre 3). Soit T}, = inf(t > 0 : |M;| > n), M’ est une martingale locale arrétée
donc une martingale locale et bornée par définition de I'arrét. Il s’agit donc d’une vraie
martingale. Comme en particulier elle est bornée dans L?(F,,), le Théoréme 7.22 s’applique
et donne h,, € L*(B) tel que

t
M = C+/ hn(s,w) dBs.
0



7.6. Formules de Tanaka 159

Par unicité dans la deuxieme partie, si m < n, on a h,(s,w) = hy(s,w), ds-pp sur [0, T,,]
ps. 11 est alors facile de construire h € L} (B) tel que, pour tout m, h(s,w) = hpy(s,w)
ds-pp sur [0, T,,] ps. La formule annoncée découle ensuite de la construction de 'intégrale
stochastique f(f h(s,w)dBs et I'unicité de h € L? (B) s’obtient aussi facilement par un

loc
argument de localisation de 'unicité dans le Théoreme 7.22. U

Remarque 7.24 Sous les hypotheses du Théoreme 7.22, notons N la classe des P-néglige-
ables de o(B,; : t > 0) et pour tout t > 0, G, = o(Bs : 0 < s < t)VN. A priori, on a
Fi = G+ En fait, le Théoreme 7.22 entraine que G; = G+ = F; (le cas t = 0 est la loi de
Blumenthal!). En effet, si Z est une variable aléatoire Fi-mesurable bornée, on a

t—e

¢
Z —/ h(s,w)dB, = (L*)-lim h(s,w) dB;
0 0 Jo

et quitte & prendre une sous-suite, on voit que Z est limite ps de variables (G;);-mesurables
(carsie >0 : Fio C Gy).

7.6 Formules de Tanaka

La formule de Tanaka est une variation autour de la formule d’It6 pour des fonctions
pour qui ne sont pas C2.

Théoréme 7.25 (Formules de Tanaka) Soit X une semimartingale continue. Il existe (L$)¢>0,
a € R, processus croissant continu, appelé temps local en a de la semimartingale X, tel
que

t
1
(Xt — a)+ = (XO — G)Jr +/ ]-{Xg>a}dXs + 5[4? (734)
0
t 1
(Xt - CI,)_ = (XO - a)_ - / 1{X5§a}dXs ‘l— éL? (735)
0
t
| Xt —a] = |Xo—a|+ / sgn(Xs —a)dXs + LY (7.36)
0
ou sgn(x) = —1,1 selon que x < 0,2 > 0. De plus, la mesure (de Stieltjes) dL} associée

LY est portée par {t € R: X; = a}.

Démonstration : On considere d’abord ¢ une fonction convexe continue. Bien que ¢ ne
soit pas C?, on tente d’écrire une formule d’Itd pour ¢(X;).

Soit j une fonction positive de classe C*° a support compact inclus dans [0, +oo[ telle que
f0+ooj(y)dy = 1. On pose e,(y) = nj(ny) et @, = @ * e,, soit

+o0o
on(z) = / (@ — )ealy) dy =1 / o — y)j(ny) dy.
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Comme ¢ convexe est localement bornée, ¢, est bien définie. De plus, ¢,, est C'*° et converge
simplement vers ¢ et ¢! croit vers ¢’ , dérivée a gauche de .

En appliquant la formule d’It6 & la fonction ¢, de classe C?, on a pour chaque n > 1 :
t 1
0

ol Af = [ l(X)d(X, X),.

On a lim, 100 on(Xt) = @(Xy) et limy,y00 0n(Xo) = ©(Xp). En arrétant X, on peut
supposer que X et ¢/ (X;) sont bornées (uniformément en n car @) < ¢/ < ¢' ). Par le
théoreme de convergence dominée pour U'intégrale stochastique (Th. 6.21), on a alors

t t
/ o (X,)dX, — / o (X,)dX,
0 0

uniformément sur les compacts. Par conséquent, A™ converge vers un processus A¥ croissant
car limite de processus croissants. En passant a la limite dans (7.37), il vient

PX) = o(Xo)+ [ ¢ (X)aX, + 547 (739

puis le processus A peut étre choisi continu (par indistinguabilité car il s’exprime comme
différence de processus continus).

On applique (7.38) & p(z) = (x —a)* fonction convexe de dérivée a gauche ¢’ = 1j, 1o
il existe un processus croissant A" tel que

t
1
(X, — a)* = (Xo—a)* + / LxsapdX, + AT (7.39)
0

De la méme fagon avec ¢(x) = (x — a)~ fonction convexe de dérivée a gauche ¢’ =
—1)_q : il existe un processus croissant A~ tel que

t
1
(Xt — a)* = (XO — a)* — /(; ]-{nga}dXs —+ 514; (740)

Par différence de (7.39) et (7.40), comme z =z —x~, on a
! 1
Xe=Xo+ / dX, + 5(At+ —A;). (7.41)
0

Il vient AT = A~ et on pose alors L¢ := A, En sommant (7.39) et (7.40), comme |z| =
x4+ x7, ona

t
| Xy —a| =|Xo—q] +/ sgn(Xs — a)dXs + L.
0
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Pour la derniere partie, en appliquant la formule d’It6 & la semimartingale |X; — a| avec
f(z) = 2% on a en utilisant aussi (7.41)

Xi—af? = |Xo—af+ 2/; X, — a d(1X, — al), + (X — al,|X — a])s
= (Xo—a)*+ 2/t | X, — a| sgn(X, —a)dX, + Q/t | X, —a|dL? + (X, X),.
0 0
En comparant avec la formule d’Tt6 pour X avec f(x) = (z — a)?,
(X;—a)* = (Xo—a)’+ Q/t(XS —a)dX, + (X, X)y,
0

il vient f(f | Xs — al dL* = 0 ps, ce qui est le résultat. U

Exemple 7.26 Pour le mouvement brownien B, la formule de Tanaka (Th. 7.25) s’écrit :

t
|B;| = /sgn(Bs)st—l—Lf
0
= B+ L7, (7.42)

ot LB = (LB);>¢ est le temps local du mouvement brownien en 0. Par le théoreme de Lévy
(Th. 7.8), on observe f; = fot sgn(Bs) dBs, t > 0, est un (autre) mouvement brownien.
L’identité (7.42) ci-dessus correspond aussi la décomposition de Doob-Meyer de la semi-
martingale (|By])i>o-

Lorsque ¢ : R — R est une fonction convexe, on peut préciser (7.38) en utilisant le temps
local (L{)t>0qer €t la mesure p, associée a ¢ convexe par

pip([a; ) = ©Z(0) — . (a). (7.43)

Théoréme 7.27 (Formule d’It6-Tanaka) Soit X une semimartingale continue et ¢ : R —
R une fonction convexe. On a

t 1 “+o0
PX) = (o) + [ oL X0axe+ g [ L o) (7.44)
0 —o0
Remarque 7.28 ~ — Noter que lorsque ¢ = |z|, on a ¢’ () = sgn(z) et

po(la, 0) = ¢ (b) — ¢ (a) = sgn(b) — sgn(a) = 25([a, b]).

donc pu, = 20y et (7.44) retrouve bien (7.36).
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— La formule (7.44) se généralise immédiatement a une combinaison linéaire de fonc-
. . p . . ,
tions convexes ¢ = Y v, a;p;. Dans ce cas, 11, devient une mesure signée.

Démonstration : On commence par localiser X en utilisant le temps d’arrét 7,, donné par
T, = min <t >0 X, = n, (X, X) = n, Var (A4, [0,]) = n)

ol A est la partie & variation bornée de X et Var (A, [0,1]) sa variation totale sur [0, ¢].
Ainsi pour la semimartingale arrétée X7, on a

<n, (X XT)_<n, VarV(A™ [0,1])=n.

sup | X; "
>0

Quitte a utiliser un argument de localisation par un arrét adéquat, on peut supposer

Sup|Xt|§K7 <X7X>OO§K7

>0
variation bornée de la partie variation bornée de X bornée K,

On peut supposer également que ¢’ est constante hors de [—n, n| de sorte que j, en (7.43)
a pour support [—n,n|. Pour x € [—n, n] fixé, on pose alors

0 pour a < —n — 1

(x+n)la+n+1) pour —n—1<a<-n
ga(a) = T —a pour —n<a<uz

0 pour z < a.

On observe que g, est C!' par morceaux et g,(a) = (x — a)* sur le support [—n,n] de p,.
Par intégration par parties dans une intégrale de Stieltjes avec g, C' par morceaux, par
définition de p, en (7.43) on a

/m("’”“’)%o(da) - / el o) = - / @) () da

o0 —00 —00

= —(x—l—n)/ ¢ (a) da+/ ¢ (a) da
—n—1 -n
= —(@+n)¢ (=) +p(z) = @(=n), (7.45)
et par définition de la mesure p, :
+o00
| Vo) molde) = (=, 2l) = ¢ (@) = ¢ (~n). (7.46)
En intégrant la formule de Tanaka (7.34) pour (x — a)™, on obtient

+o0 +00 +o00 t
/ (XT" — a)*py(da) = / (XT* — a)* pup(da) + / ( / 1{in>a}dXZ“) iy (da)

S —00 —00
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+o0
w5 [ L ntda)

o

En utilisant (7.45) pour z = X/ et x = XJ" puis (7.46) combiné avec le théoreme de
Fubini ci-dessous :

/:O /ot 1{X5Tn>a}dXZn plda) = /ot (/:O Lo oo (X7) Msa(da)) dx!
= [ () ()
0
- ([ ) - eme - X
0
on obtient :

—(X" )l (=n) + f(X[") = f(=n) = =(Xg" + n)p_(=n) + f(Xg") = f(-n)

t 400
+ ( / Pl (XJ) dXsT") — o (=n) (X = Xg") + / (L{)™ py(da).
0

[e.9]

l\:)ln—

Apres simplifications, on obtient

T, T, ' T m, L [T T
PX) = )+ [ Xt 5 [ ()
0

—00

puis la formule de It6-Tanaka (7.44) en faisant 7,, /* +o00 avec n — +00. U
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