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  :التمرٌن الأول 

 

∶ 𝐸 :     التالٌة  𝐸  المعادلة ℂلنحل فً   𝑧2 − 8𝑧 + 17 = 0 

=∆:    لدٌنا   −8 2 − 4 × 17 = −4 =  2𝑖 2 

  :𝑧1 و 𝑧2إذن المعادلة تقبل حلٌن عقدٌٌن 

:     لدٌنا حسب المعطٌات 

 
 
 

 
 

  

𝑎𝑓𝑓 𝐴 = 𝑎 = 4 + 𝑖   

𝑎𝑓𝑓 𝐵 = 𝑏 = 8 + 3𝑖 

𝑎𝑓𝑓 𝑀 = 𝑧                  

𝑎𝑓𝑓 𝑀′ = 𝑧′                 

𝑎𝑓𝑓 Ω = 𝜔 = 1 + 2𝑖

  

= ℛ 𝑀:   و ننطلق من المعلومة التالٌة   𝑀′    

            :  نحصل على ℛو منه حسب التعرٌق العقدي للدوران 

 𝑧′ −𝜔 = 𝑒
𝑖3𝜋

2  𝑧 − 𝜔                                                            

′𝑧: ٌعنً  −  1 + 2𝑖 =  cos  
3𝜋

2
 + 𝑖 sin  

3𝜋

2
   𝑧 −  1 + 2𝑖   

′𝑧:    ٌعنً  − 1 − 2𝑖 =  0 − 1𝑖  𝑧 − 1 − 2𝑖  

′𝑧:    ٌعنً  − 1 − 2𝑖 = −𝑖𝑧 + 𝑖 − 2 

  .𝐶 لحق النقطة 𝑐لٌكن العدد العقدي 

= ℛ 𝐴:    لدٌنا حسب المعطٌات  𝐶 

:                       نحصل على ℛإذن حسب التعرٌف العقدي للدوران 

 𝑐 − 𝜔 = 𝑒
𝑖3𝜋

2  𝑎 − 𝜔                                                                  

𝑐:     و هذا ٌعنً أن  − 1 − 2𝑖 = −𝑖 4 + 𝑖 − 1 − 2𝑖  

𝑐:     أي  − 1 − 2𝑖 = −𝑖 3 − 𝑖  

𝑐:  إذن  = −3𝑖 − 1 + 1 + 2𝑖 ًٌعن      :𝑐 = −𝑖       

𝑏 :    لدٌنا  − 𝑐 =  8 + 3𝑖 −  −𝑖 = 8 + 4𝑖 = 2 4 + 2𝑖  

𝑏 :     إذن  − 𝑐 = 2 𝑎 − 𝑐  

 لكً نبرهن على أن النقط  ∗ نستغل إذن هذه المتساوٌة 

𝐴 و 𝐵 و 𝐶 نقط مستقٌمٌة . 

𝑏  :     ∗ لدٌنا حسب النتٌجة  − 𝑐 = 2 𝑎 − 𝑐  

              نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد العقدي الغٌر المنعدم 

 :نحصل على 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴أي أن النقط 

 :و ٌمكنك الإجابة على هذا السؤال بطرٌقة أخرى و هً كالتالً 

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐵 و 𝐴إذن النقط 

  :التمرٌن الثانً 

:                           فلكة معرفة بمعادلتها الدٌكارتٌة التالٌة  𝒮 لدٌنا 

 𝒮 ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 6𝑦 + 2𝑧 + 5 = 0                      

∶ 𝒮 :  إذن    𝑥2 − 4𝑥 +  𝑦2 − 6𝑦 +  𝑧2 + 2𝑧 + 5 = 0 

∶ 𝒮 :     ٌعنً    𝑥 − 2 2 +  𝑦 − 3 2 +  𝑧 + 1 2 + 5 = 14 

∶ 𝒮 :   ٌعنً    𝑥 − 2 2 +  𝑦 − 3 2 +  𝑧 + 1 2 = 32   

;𝐼 2 فلكة مركزها  𝒮 و بالتالً  𝑅 و شعاعها  1−;3 = 3.  

 :    حصلنا لحد الآن على الأشٌاء التالٌة 
𝐼 2;         𝒮   مركزها  1−;3
 𝒫 ∶ 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 1 = 0

  

𝑅لدٌنا  =   . 𝒮  هو شعاع الفلكة 3

,𝑑 𝐼:  و بما أن   𝒫  =  6 <   𝒮  ٌقطع الفلكة  𝒫   فإن المستوى 3

  .𝑟 و شعاعها 𝐻 مركزها  Γ وفق دائرة 

 :  نستعٌن بالشكل التالً 𝑟لحساب الشعاع 

,𝑑 𝐼نعلم أن   𝒫   تُعَبر عن أصغر مسافة تفصل بٌن النقطة 𝐼 عن جمٌع 

 نقط المستوى  

⊥ 𝐻𝐼 و نحصل على هذه المسافة عندما ٌكون   𝒫 .  

  .𝐻 قائم الزاوٌة فً النقطة 𝐻𝑀𝐼إذن المثلث 

𝐼𝑀2:   حسب مبرهنة فٌتاغورس : و منه  = 𝐻𝐼2 +𝐻𝑀2  

32:   ٌعنً  =  6
2

+ 𝑟2 أي       :𝑟2 = 9 − 6 = 3.    

  Γ  وفق دائرة  𝒮  ٌقطع الفلكة  𝒫 و بالتالً نستنتج أن المستوى 

𝑟شعاعها  =  3.  

′𝑧:    ٌعنً  = −𝑖𝑧 + 3𝑖 − 1 

𝑧1 =
8 − 2𝑖

2
= 4 − 𝑖    و    𝑧2 =

8 + 2𝑖

2
= 4 + 𝑖 

 
𝑏 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
 = 2 𝜖 ℝ 

;      𝐶𝐴 :       ٌعنً                                   :    إذن  𝐶𝐵                ≡ 0 2𝜋  arg  
𝑏 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
 ≡ 0  2𝜋  

;𝑑 𝐼 :     إذن   𝒫  =
 2 + 2 × 3 − 1 − 1 

 12 + 22 + 12
=

6

 6
=  6 

 :     معرف بما ٌلً ℛو لدٌنا كذلك الدوران 

ℛ  Ω,
3𝜋

2
  ∶     𝒫     ⟼     𝒫                             

𝑀 𝑧     ⟼     𝑀′ 𝑧′ 
 

𝑏  نترجم الكتابة العقدٌة التالٌة   − 𝑐 = 2 𝑎 − 𝑐  

=      𝐶𝐵 :نجد  و ذلك باستعمال الكتابة المتجهٌة 2 𝐶𝐴       

𝑴 

 𝑻  

𝑹 = 𝟑 𝒅 𝛀,  𝓟  =  𝟔 

𝑰 
 𝓢  

 𝓟  
𝑯 

𝒓 

1 

1 

 أ 2

 أ 2

 2 ب

 ب 2

 ج 2

 ∗  

1

𝑎 − 𝑐
 

 𝒫  
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  :التمرٌن الثالث 

,𝑀 𝑥لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستقٌم  𝐷 .  

;𝐼 2 مستقٌم مار من النقطة        بما أن  3;−1 .  

 . 𝐷  متجهة موجهة للمستقٌم       𝐼𝑀فإن المتجهة 

فٌ بمعادلته الدٌكارتٌة التالٌة  𝒫 و لدٌنا المستوى  :           مُعَرَّ

 𝒫 ∶ 𝑥 + 2𝑦 = 𝑧 − 1 =    0                                              

  . 𝒫   متجهة منظمٌة على المستوى  𝑛   1,2,1إذن المتجهة  

  .      عمودي على المستوى        و بما أن المستقٌم

 . مستقٌمٌتان       𝐼𝑀 و   𝑛فإن المتجهتان 

∶  𝑡𝜖ℝ∃ :      ٌعنً    𝐼𝑀      = 𝑡 𝑛   

∶ 𝐷 :      ٌعنً    
𝑥 − 2 = 𝑡
𝑦 − 3 = 2𝑡
𝑧 + 1 = 𝑡

   ;    𝑡𝜖ℝ  

∶ 𝐷 :      ٌعنً    
𝑥 = 𝑡 + 2
𝑦 = 2𝑡 + 3
𝑧 = 𝑡 − 1

   ;    𝑡𝜖ℝ  

  . 𝐷 و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

 .بالرجوع إلى الشكل السابق 

⊥ 𝐻𝑀   نستنتج أن                  و من خلال مفهوم    𝐻𝐼    

⊥ 𝒫 و نعلم أن    𝐷  إذن    : 𝐻𝑀 ⊥  𝐷    

∥ 𝐷 :   نستنتج أن    و   من النتٌجتٌن   𝐻𝐼   

 . منطبقان  𝐻𝐼  و  𝐷   فإن  𝐼𝜖 𝐷:  و بما أن  .

   . 𝐻𝜖 𝐷:  ٌعنً أن 

,𝐻 𝛼:  نضع  𝛽, 𝛾  

  :   𝐷 لدٌنا حسب التمثٌل البارامتري للمستقٌم 
𝑥 = 𝑡 + 2  
𝑦 = 2𝑡 + 3
𝑧 = 𝑡 − 1  

   ;    𝑡𝜖ℝ  

 :  نجد               لأن𝛾 و 𝛽 و 𝛼 على التوالً بـِ 𝑧 و 𝑦 و 𝑥نعوض 

∶ 𝒫 :    بحٌث  𝐻𝜖 𝒫: من جهة أخرى لدٌنا  𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 1 = 0    

𝛼:  إذن  + 2𝛽 + 𝛾 − 1 = 0 

ٌَمها حسب 𝛾 و 𝛽 و 𝛼نعوض  :    فنحصل على  4  فً النتٌجة  3  بقِِ

 𝑡 + 2 + 2 2𝑡 + 3 +  𝑡 − 1 − 1 = 0                                    

 : نجد 𝑡نحل هذه المعادلة الظرٌفة من الدرجة الأولى بمجهول واحد 

  6𝑡 + 6 = 𝑡  أي  0 = −1   

   
𝛼 = −1 + 2 = 1     
𝛽 = 2 −1 + 3 = 1
𝛾 = −1 − 1 = −2  

        

,𝐻 1,1النقطة : و بالتالً    . Γ  هً مركز الدائرة  2−

 7عندما نسحب عشوائٌا ثلاث كرات فً آن واحد من صندوق ٌحتوي على 

.                نتٌجة ممكنة لهذه التجربة العشوائٌة         كرات فإنه توجد 

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:  ٌعنً  𝐶7
3 =  . هو كون الإمكانٌات Ω:   بحٌث 35

 :للإجابة على هذا السؤال أقترح طرٌقتٌن 

 :الطرٌقة الأولى 

  
𝛼 = 𝑡 + 2  
𝛽 = 2𝑡 + 3
𝛾 = 𝑡 − 1  

  

 R 

R R 

B 

B 
B 

B 

ثلاث كرات 

 بٌضاء
𝑝   =

𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=

𝐶4
3

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=

4

35
 

ثلاث كرات 

 بٌضاء

الحصول على 

ثلاث كرات من 

 نفس اللون

الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء 

الحصول على 

ثلاث كرات 

 بٌضاء 

𝑝  = 𝑝   أو    

= 𝑝  + 𝑝   

=

𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
+

𝑐𝑎𝑟𝑑   

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
 

=
𝐶3

3

35
+
𝐶4

3

35
=

1

35
+

4

35
=

5

35
=

1

7
 

الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء 

الحصول على 

ثلاث كرات 

 بٌضاء 

الحصول على 

ثلاث كرات 

 حمراء 

الحصول على 

ثلاث كرات 

 بٌضاء 

الحصول على 

كرة بٌضاء على 

 الأقل

كرة بٌضاء 

و كرتان 

 حمراوٌن

كرتٌن بٌضاوٌن 

و كرة حمراء 

 واحدة

ثلاث 

كرات 

 بٌضاء

𝑝   = 𝑝   أو    أو    

= 𝑝  + 𝑝  + 𝑝   

=
𝐶4

1 × C3
2

35
+
𝐶4

2 × 𝐶3
1

35
+
𝐶4

3

35
 

=
4 × 3

35
+

6 × 3

35
+

4

35
=

34

35
 

كرة بٌضاء 

و كرتان 

 حمراوٌن

كرتٌن بٌضاوٌن 

و كرة حمراء 

 واحدة

ثلاث 

كرات 

 بٌضاء
 :      نحصل على  1−  بقٌمته 𝑡 نعوض  3 و بالعودة إلى العلاقة 

 أ 3

1 

 3 ب

2 

3 

 𝐷  

 𝐷  

 𝒫  

𝑑 𝐼,  𝒫   

 𝟐  

 𝟏  

𝐻𝜖 𝐷  

 𝟑  

 𝟒  

𝐶7
3 

𝟐 𝟏 
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  :التمرٌن الخامس 

= 𝑝 𝐴استعمال تقنٌة الحدث المضاد  ) : الطرٌقة الثانٌة 1 − 𝑝 𝐴   ) 

 . صحٌحة  𝑃 𝑛لنبرهن بالترجع على أن العبارة 

  :التمرٌن الرابع 

∶ 𝑃 𝑛:    نضع    ∀𝑛𝜖ℕ  ; 𝑢𝑛 > 1 

 . صحٌحة  𝑃 0إذن العبارة 

𝑛من أجل  = 𝑢0:     لدٌنا 0 = 2 > 1 

  .ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    نفترض أن  > 1 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     إذن    3𝑢𝑛 > 3 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٌعنً    5𝑢𝑛 − 2𝑢𝑛 > 3 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ٌعنً    5𝑢𝑛 > 2𝑢𝑛 + 3 

 . حسب الافتراض السابق               و نلاحظ أن الترتٌب لم ٌتغٌر لأن 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :    حصلنا إذن على  > 1 

𝑃 𝑛و هذا ٌعنً أن العبارة  +  . صحٌحة  1

:    و خلاصة ما وجدناه نلخصه فً النظمة التالٌة 

 
 𝑃 0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                              
𝑃 𝑛  ⟹  𝑃 𝑛 + 1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

                                                     

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :  و بالتالً حسب مبدأ الترجع  > 1 

 :                     لدٌنا   . ℕ عنصرا من𝑛لٌكن 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛+1∀ :    إذن  =
3

5
𝑣𝑛 

  متتالٌة هندسٌة أساسها الكسر 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ :  أي 
3

5
.  

 :      ٌكتب على الشكل 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ إذن الحد العام للمتتالٌة  

  .ℕ عنصرا من 𝑛لٌكن 

𝑣𝑛:  لدٌنا  =
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛
:     إذن 

1

2
 

3

5
 
𝑛

=
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛
    

:  ٌعنً 
1

2
 

3

5
 
𝑛
𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 −  :      ٌعنً 1

1

2
 

3

5
 
𝑛
𝑢𝑛 − 1 = 𝑢𝑛   

= 𝑔 𝑥:    لدٌنا .  عددا حقٌقٌا 𝑥لٌكن  𝑒2𝑥 − 2𝑥  

= 𝑔′ 𝑥:  إذن  2𝑒2𝑥 − 2 = 2 𝑒𝑥 − 1  

𝑒2𝑥  تتعلق فقط بإشارة التعبٌر              نلاحظ أن إشارة  − 1 .   

 :  كما ٌلً    نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

 تزاٌدٌة على المجال 𝑔نلاحظ من خلال هذا الجدول الجمٌل أن الدالة 

 0; ;∞−  و تناقصٌة على المجال  ∞+ 0 .  

   إذا كان𝑥 = = 𝑔′ 𝑥  فإن   0

0     إذا كان𝑥 > < 𝑔′ 𝑥  فإن   0

0     إذا كان𝑥 < > 𝑔′ 𝑥  فإن   0

0  

= 1 −
𝐶3

3

35
= 1 −

1

35
=

34

35
 

  :نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد الموجب                نحصل على 
1

2𝑢𝑛 + 3
  

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  
5𝑢𝑛

2𝑢𝑛 + 3
> 1 

  . كمٌة موجة قطعا              :      ٌعنً 
5𝑢𝑛

2𝑢𝑛 + 3
 

𝑣𝑛 = 𝑣0  
3

5
 
𝑛−0

=  
𝑢0 − 1

𝑢0
  

3

5
 
𝑛

=  
2 − 1

2
  

3

5
 
𝑛

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    و بالتالً    𝑣𝑛 =  
1

2
  

3

5
 
𝑛

 

𝑢𝑛 :    ٌعنً  =
−1

1
2
 

3
5
 

n

− 1

 

 :    نضرب البسط و المقام فً العدد       نحصل على 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛 =
2

2 −  
3
5
 
𝑛  

 :  و بما أن 
3

5
 
𝑛

  عبارة عن متتالٌة هندسٌة أساسها العدد الحقٌقً الموجب 

و الأصغر من واحد  
3

5
lim :    فإن   . 

𝑛∞
 

3

5
 
𝑛

= 0 

lim :    و بالتالً 
𝑛∞
 𝑢𝑛 = lim

𝑛∞
 

2

2 −  
3
5
 
𝑛 =

2

2 − 1
= 1 

lim :    ٌعنً 
𝑛∞
 𝑢𝑛 = 1 

𝒙 0 

1 

−∞ 

𝑔 

− 𝑔′(𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

 

              

 =    
الحصول على 

كرة بٌضاء على 

 الأقل

الحصول على 

ثلاث كرات كلها 

 حمراء

الحصول على 

كرة بٌضاء على 

 الأقل

𝑝  = 1 − 𝑝 

              

  
الحصول على 

كرة بٌضاء على 

 الأقل

الحصول على 

ثلاث كرات كلها 

 حمراء

= 1 − 𝑝   

 :لدٌنا 

 :لدٌنا 

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1
=

5𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 3 − 1

5𝑢𝑛
2𝑢𝑛 + 3

=
3𝑢𝑛 − 3

5𝑢𝑛
 

=
3

5
 
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
 =

3

5
𝑣𝑛  

 ب 2

1 

1 

 أ 2

I 𝑢𝑛 > 1 

−2 

𝑔′ 𝑥  

𝑔 
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𝑥هذا ٌعنً أن   . ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن  ≥ 𝑥  أو  0 ≤ 0.   

𝑥إذا كان   : الحالة الأولىفً  ≥ 0.   

𝑔(𝑥):  فإن  ≥ 𝑔(0) لأن  𝑔 دالة تزاٌدٌة على ℝ+.  

= 𝑔 0:    و لدٌنا  𝑒2×0 − 2 × 0 = 1 

𝑥∀ :    إذن  ≥ 0   ;   𝑔 𝑥 ≥ 1 > 0 

𝑥∀ :   أي  ≥ 0   ;   𝑔 𝑥 > 0  

𝑥إذا كان   : الحالة الثانٌةفً  ≤ 0.   

𝑔(𝑥):  فإن  ≥ 𝑔 0  لأن  𝑔 دالة تناقصٌة على ℝ−.  

𝑥∀ :     ٌعنً  ≤ 0   ;   𝑔 𝑥 ≥ 1 > 0 

𝑥∀ :     ٌعنً  ≤ 0   ;   𝑔 𝑥 > 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   نحصل على  2  و  1 من النتٌجتٌن : إذن    𝑔 𝑥 > 0  

. 

 . عددا حقٌقٌا غٌر منعدم 𝑥لٌكن 

 :    لدٌنا 

  .∞−المنحنى  ٌقبل فرعا شلجمٌا فً اتجاه محور الأفاصٌل بجوار : إذن 

;0  عنصرا من 𝑥لٌكن  +∞ = ℝ+.  

∶ 𝐼    :  ∀𝑥𝜖ℝ) 2)لدٌنا حسب نتٌجة السؤال  𝑔 𝑥 > 0  

;𝑥 𝜖  0 ∀:     إذن بالأخص  +∞   ;   𝑔 𝑥 > 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    ٌعنً  +∞   ;  𝑒2𝑥 − 2𝑥 > 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:    ٌعنً  +∞   ;  𝑒2𝑥 > 2𝑥 

𝑓(𝑥)

𝑥
=

ln 𝑒2𝑥 − 2𝑥 

𝑥
=

ln 𝑒𝑥 − 2𝑥 

 𝑒𝑥 − 2𝑥 
×
 𝑒𝑥 − 2𝑥 

𝑥
 

=  
ln 𝑒2𝑥 − 2𝑥 

 𝑒2𝑥 − 2𝑥 
 ×  

𝑒2𝑥

𝑥
− 2  

lim :   إذن 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 

  :على ما ٌلً ( و ج (حصلنا حسب السؤالٌن أ

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0    

  

 :   نجد       نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الحقٌقً الموجب قطعا 
1

𝑒2𝑥
 

∀ 𝑥 𝜖  0; +∞    ;   1 >
2𝑥

𝑒2𝑥
 

;𝑥 𝜖  0 ∀ :    و بالتالً  +∞    ;   1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
> 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ :  و بالتالً  +∞    ;   𝑓 𝑥 = 2𝑥 + ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
  

 :لدٌنا 

 :  و بالتالً 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 2 +

1

𝑥
ln  1 −

2𝑥

𝑒2𝑥
   

= lim
𝑥→+∞

 2 +
1

𝑥
ln 1 −

1

𝑒2𝑥

2𝑥

   

= 2 +  
1

∞
 ln  1 −

1

∞
  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 2 

lim :لدٌنا 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 

ln 𝑒2𝑥 − 2𝑥 

 𝑒2𝑥 − 2𝑥 
  
𝑒2𝑥

𝑥
− 2  

= lim
𝑥→−∞

 
ln 𝑒2𝑥 − 2𝑥 

 𝑒2𝑥 − 2𝑥 
 × lim

𝑥→−∞
 
𝑒2𝑥

𝑥
− 2  

= lim
𝑡→+∞

𝑡=𝑒2𝑥−2𝑥

 
ln 𝑡

𝑡
 

   
× lim
𝑚→−∞
𝑚=2𝑥

 2 
𝑒𝑚

𝑚
 

   
− 2  

= 0+ ×  0− − 2 = 0+ ×  −2 = 0− = 0 

lim :لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 2𝑥 + ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
   

= lim
𝑥→+∞

 2𝑥 + ln 1 −
1

𝑒2𝑥

2𝑥

   

=  +∞ + ln 1 − 0 = +∞ 

= 2 +∞ + ln  1 −
1

+∞
  

lim :  و بالتالً 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

= 2 + 0 × ln 1 − 0 = 2 

= 𝑓 𝑥 :      من جهة ثانٌة لدٌنا  ln 𝑒2𝑥 − 2𝑥  

= ln 𝑒2𝑥  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
   

= ln 𝑒2𝑥 + ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
   ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  1 −

2𝑥

𝑒2𝑥
 > 0 

 = 2𝑥 + ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
   ;   𝑎𝑣𝑒𝑐  1 −

2𝑥

𝑒2𝑥
 > 0 

 2 أ 2

 أ 1

 1 ب

 2 ب

 1 ج

 2 ج

 II 1 د

II 

II 

II 

II 

II 

I II 

 𝟐  

 𝟏  

+∞ −∞ 

𝟎+ 𝟎− 

 𝟓  

 𝟒  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

ln  𝑒2𝑥 
0+

− 2𝑥 
−∞

  

= ln 0 −  −∞  = ln +∞ = +∞ 
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𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

:   نستنتج أن المستقٌم ذو المعادلة  6  و  5  و  4 من النهاٌات 

𝑦 = 2𝑥 +   .∞+ بجوار             مقارب مائل للمنحنى 0

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  𝑥:     إذن  .   ∞+ ≥ 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   و ذلك لأن    𝑒2𝑥 > 0    

𝑥∀ :      و بالتالً  ≥ 0   ;   𝑓 𝑥 − 2𝑥 ≤ 0 

𝑥∀ :   و من هذه المتفاوتة نستنتج أن  ≥ 0   ;   𝑓 𝑥 ≤ 2𝑥 

𝑦 ذو المعادلة     ٌوجد أسفل المستقٌم          ٌعنً أن المنحنى  = 2  

;0 على المجال   +∞ .   

  .ℝ عنصرا من 𝑥لٌكن 

= 𝑓 𝑥:    لدٌنا  ln 𝑒2𝑥 − 2𝑥  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   أن 𝐼) 2)و نعلم حسب    𝑔 𝑥 > 0 

𝑓إذن إشارة  ′(𝑥) تتعلق فقط بإشارة التعبٌر  𝑒2𝑥 − 1 .  

  إذا كان   :𝑥 = 𝑓:      فإن 0 ′ 𝑥 = 0.   

 :نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة  كما ٌلً 

  إذا كان   :𝑥 > 𝑓:      فإن 0 ′ 𝑥 > 0.   

  إذا كان   :𝑥 < 𝑓:      فإن 0 ′ 𝑥 < 0.   

𝑥∀  :     و منه  ≥ 0   ;   
2𝑥

𝑒2𝑥
≥ 0 

𝑥∀  :إذن  ≥ 0   ;  
−2𝑥

𝑒2𝑥
≤ 0 

𝑥∀  :ٌعنً  ≥ 0   ;  1 − 
2𝑥

𝑒2𝑥
≤ 1 

 :    أن 𝐼𝐼) 2) )و نعلم حسب نتٌجة السؤال  

∀ 𝑥 𝜖  0; +∞   ;   1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
> 0 

𝑥∀ :    إذن  ≥ 0  ;    0 < 1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
≤ 1 

𝑥∀ :    ٌعنً  ≥ 0  ;    ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
 ≤ ln 1 

𝑥∀ :    ٌعنً  ≥ 0  ;    ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
 ≤ 0 

𝑓 :     إذن  ′ 𝑥 =
 𝑒2𝑥 − 2𝑥 ′

 𝑒2𝑥 − 2𝑥 
=

2𝑒2𝑥 − 2

𝑒2𝑥 − 2𝑥
=

2 𝑒2𝑥 − 1 

𝑔(𝑥)
 

𝑥𝜖ℝ   ;  𝑓∀  :    و بالتالً  ′ 𝑥 =
2 𝑒2𝑥 − 1 

𝑔(𝑥)
 

𝑥𝜖ℝ   ;  𝑓∀  ( :    أ (3لدٌنا حسب  ′ 𝑥 =
2 𝑒2𝑥 − 1 

𝑔(𝑥)
 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 𝐷  

𝒙 0 

0 

−∞ 

𝑓 

− 𝑓′(𝑥) 0 + 

+∞ 

+∞ +∞ 

lim :و لدٌنا 
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) − 2𝑥 = lim
𝑥→+∞

 2𝑥 + ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
 − 2𝑥  

= lim
𝑥→+∞

ln 1 −
1

𝑒2𝑥

2𝑥

 = ln  1 −
1

∞
 = ln 1 − 0 = 0 

lim :إذن 
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) − 2𝑥 = 0 

− 𝑓 𝑥 :  لدٌنا  2𝑥 = 2𝑥 + ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
 − 2𝑥 

= ln  1 −
2𝑥

𝑒2𝑥
  

 3 ب

 2 د

4 

 أ 3

II 

II 

II 

II 

 𝟔  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝑫 
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