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MỞ ĐẦU 

         Vào đầu những năm 70, S.Kobayashi đã đƣa ra lý thuyết các không gian 

phƣ́c hyperbolic và trở thành một trong nhƣ̃ng hƣớng nghiên cƣ́u quan trọng 

của giải tích phức . Trong nhƣ̃ng năm gần đây , lý thuyết này đã thu hút sự 

quan tâm nghiên cƣ́u của nhiều nhà toán học trên thế giới . Bài toán thác triển 

các ánh xạ chỉnh hình giữa các không gian phức với các kết quả quan trọng đã 

gắn liền với tên tuổi các nhà toán học nhƣ Kiernan , Kobayashi, Kwack và 

Noguchi. Tƣ̀ việc khái quát hóa định lý Picard lớn để đƣợc k ết quả K
3
 – định 

lý (định lý Kiernan , Kobayashi, Kwack), và tiếp sau là định lý thác triển hội 

tụ Noguchi . Sau kết quả của Noguchi , tƣ̀ năm 1994 đến năm 2000, J.Joseph 

và M.Kwack đã chƣ́ng tỏ đƣợc tất cả các kết quả trên đều có  thể chứng minh 

và mở rộng đƣợc bằng phƣơng pháp thuần túy tôpô . Tƣ̀ đó đã đƣa ra một số 

đặc trƣng của tính nhúng hyperbolic của các không gian phƣ́c . Các nghiên 

cƣ́u này đã góp phần thúc đẩy sƣ̣ phát triển của lý thuyết các  không gian phƣ́c 

hyperbolic và mở ra nhƣ̃ng hƣớng nghiên cƣ́u mới . 

Trong luận văn này, chúng tôi đặt vấn đề tìm hiểu các kết quả của 

J.Joseph và M .Kwack theo các hƣớng đã nêu . Luận văn gồm có hai chƣơng. 

Chƣơng 1, chúng tôi trình bày những vấn đề cơ bản về giải tích phức nhiều 

biến và giải tích hyperbolic nhằm chuẩn bị cho chƣơng sau. Bao gồm định 

nghĩa một số khái niệm về đa tạp phức , không gian phƣ́c hyperbolic và tính 

nhúng hyperbolic của các không gian phức . Tiếp theo l à các kết quả của 

Kiernan, Kobayashi, Kwack và Noguchi về thác triển ánh xạ chỉnh hì nh giƣ̃a 

các không gian phức . Chƣơng 2 là nội dung chính của luận văn. Trong  

chƣơng này chúng tôi trình bày một số đặc trƣng của tính chất , các chứng 

minh và tổng quát các kết quả của Kiernan , Kobayashi, Kwack và Noguchi . 
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Các kết quả trình bày trong chƣơng 2 đã đƣợc J .Joseph và M .Kwack 

trình bày trong  4 . Tuy nhiên trong luận văn chúng tôi đã cố gắng trình bày 

một cách tƣơng đối chi tiết các chứng minh của các định lý và trình bày các 

vấn đề theo cách hiểu của mình . Ngoài ra chúng tôi còn chứng minh đƣợc một 

số ví dụ mà J .Joseph và M .Kwack đã đƣa ra nhằm làm rõ hơn các vấn đề đã 

đƣợc trình bày trong luận văn . 

           Luận văn đƣợc hoàn thành dƣới sự hƣớng dẫn tận tình của PGS.TS 

Phạm Việt Đức. Em xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới Thầy. Nhân dịp này 

em cũng xin đƣợc bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới các Thầy , Cô đã giảng dạy 

cho em các kiến thức khoa học trong suốt quá trình học tập tại trƣờng. Xin 

chân thành cảm ơn Trƣờng Đại học Sƣ phạm - Đại học Thái Nguyên  đã tạo 

điều kiện thuận lợi cho việc học tập của tôi. Cuối cùng tôi xin cảm ơn gia 

đình, ngƣời thân và bạn bè đã động viên giúp đỡ tôi trong suốt quá trình khoá 

học và hoàn thành luận văn này . 

                               

                                                                      Thái Nguyên, tháng 08 năm 2010 

                                                                                                 Tác giả 
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CHƢƠNG 1 

MỘT SỐ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1 Ánh xạ chỉnh hình  

1.1.1 Định nghĩa 

 Cho X là tập mở trong 
n  và :f X    là một hàm tùy ý. 

 (1) Hàm f đƣợc gọi là khả vi phức tại 
0x X  nếu tồn tại ánh xạ tuyến 

tính : n    sao cho : 

0 0

0

( ) ( ) ( )
lim 0
h

f x h f x h

h





  
  

trong đó 
1 2( , ,..., ) n

nh h h h   và 
22 2

1 2 ... nh h h h     

 (2) Hàm f gọi là chỉnh hình tại 
0x X nếu f  là khả vi phức trong một 

lân cận nào đó của 
0x  và đƣợc gọi là chỉnh hình trên X nếu f chỉnh hình tại 

mọi điểm thuộc X. 

 (3) Cho X là tập mở trong 
n . Khi đó ánh xạ : mf X  có thể đƣợc 

biểu diễn dƣới dạng 
1 2( , ,..., )mf f f f trong đó :i if f X   ; f đƣợc gọi 

là chỉnh hình trên X nếu 
if  chỉnh hình trên X với mọi 1,2,...,i m . 

1.1.2 Định nghĩa 

 Cho X là tập mở trong 
n , hàm : ( ) nf X f X    là song chỉnh hình 

nếu f  là song ánh chỉnh hình và 1f   cũng là ánh xạ chỉnh hình. 

1.2 Đa tạp phức 

1.2.1 Định nghĩa và ví dụ 

1.2.1.1 Định nghĩa  

Cho X là một không gian tôpô Hausdorff 

  (1) Cặp  ,U   đƣợc gọi là một bản đồ địa phƣơng của X ở đó U  
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là một tập mở trong X, : nU    nếu các điều kiện sau đƣợc thỏa mãn : 

   (i) ( )U  là một tập mở trong n . 

   (ii) : ( )U U   là một đồng phôi. 

  (2) Họ   ,i i i I
U 


A  các bản đồ địa phƣơng của X đƣợc gọi là 

một tập bản đồ giải tích (atlas) của X nếu các điều kiện sau đƣợc thỏa mãn: 

   (i)  i i I
U


 là một phủ mở của X.  

   (ii) Với mọi ,i jU U  mà 
i jU U   thì ánh xạ  

       1 :j i i i j j i jU U U U        

là ánh xạ chỉnh hình. 

  Xét họ các atlas trên X. Hai atlas
1 2,A A  đƣợc gọi là tƣơng đƣơng 

nếu hợp 
1 2A A  là một atlas. Đây là một quan hệ tƣơng đƣơng trên tập các 

atlas. Mỗi lớp tƣơng đƣơng xác định một cấu trúc khả vi phức trên X, và X 

cùng với cấu trúc khả vi phức trên nó đƣợc gọi là một đa tạp phức n chiều. 

 1.2.1.2 Ví dụ 

  (1) Giả sử D là một miền trong 
n , khi đó D là một đa tạp phức 

n chiều với bản đồ địa phƣơng   , DD Id . 

  (2) Đa tạp xạ ảnh ( )nP  . 

  Xét   0 1: :...: ( ) 0n

i n iU z z z P z    với 0,1,2,...,i n . Rõ 

ràng  
1

n

i i
U


 là một phủ mở của ( )nP  . 

  Xét các đồng phôi : n

i iU C   

       0 1 1
0 1: :...: ,..., , ,...,i i n

n

i i i i

z z z z
z z z

z z z z

 
 
 
 

  

Ta có : 
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 1

0 1 1

0,

: ,..., , ..., k
j i i i n

j k n
k j

z
z z z z

z
  

 




 
  
 

  , 

ở đó 1iz   là ánh xạ chỉnh hình.Vậy ( )nP   là một đa tạp phức n chiều. 

1.2.2 Ánh xạ chỉnh hình giữa các đa tạp phức 

 (1) Cho M,N là hai đa tạp phức. Ánh xạ liên tục :f M N  gọi là 

chỉnh hình trên M nếu với mọi bản đồ địa phƣơng  ,U   của M và bản đồ địa 

phƣơng  ,V   của N sao cho ( )f U V  thì ánh xạ  

1 : ( ) ( )f U V       

là chỉnh hình. 

 Ta ký hiệu ( , )H M N  là tập các ánh xạ chỉnh hình từ đa tạp phức M đến 

đa tạp phức N. 

 (2) Cho M,N là hai đa tạp phức và :f M N  là một song ánh. Nếu 

1,f f   là các ánh xạ chỉnh hình thì f đƣợc gọi là ánh xạ song chỉnh hình giữa 

M và N. 

1.2.3 Định nghĩa 

 (1) Cho M là đa tạp phức, một không gian con phức đóng X là một tập 

con đóng của M mà về mặt địa phƣơng nó có thể xác định là không điểm của 

một số hữu hạn các hàm chỉnh hình, nghĩa là với 
0x X  tồn tại một lân cận 

mở V của 
0x  trong M và một số hữu hạn các hàm chỉnh hình 

1 2, ,..., n    trên 

V sao cho X V là tập các điểm x X  thỏa mãn :  

1 2( ) ( ) ... ( ) 0nx x x      . 

 (2) Cho M là đa tạp phức, không gian con phức đóng A của M đƣợc gọi 

là một divisor trên M nếu về mặt địa phƣơng thì nó là không điểm của một 

hàm chỉnh hình, nghĩa là với mỗi x A  có lân cận V của x trong M sao cho 

A V  là tập các không điểm của hàm f chỉnh hình trên V. 
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 KhidimM m  thì divisor A đƣợc gọi là có giao chuẩn tắc nếu về mặt 

địa phƣơng thì :  

*( )r sM A D D   , với r + s = m, 

trong đó D là đĩa đơn vị trong  . 

1.3 Giả khoảng cách Kobayashi trên không gian phức 

1.3.1 Khoảng cách Bergman – Poincaré trên đĩa đơn vị 

 Giả sử  , 1D z z   là đĩa đơn vị mở trong  .  

Xét ánh xạ :D D D    xác định bởi 

1
1

( , ) ln ; ,

1
1

D

a b

ba
a b a b D

a b

ba





  






 . 

Ta có 
D  là một khoảng cách trên D và gọi nó là khoảng cách                        

Bergman – Poincaré trên đĩa đơn vị. 

1.3.2 Giả khoảng cách Kobayashi trên không gian phức 

1.3.2.1 Định nghĩa  

Giả sử X là một không gian phức, x và y là hai điểm tùy ý của X. 

( , )H D X là tập tất cả các ánh xạ chỉnh hình từ đĩa đơn vị D vào không gian 

phức X đƣợc trang bị tôpô compact mở.  

Xét dãy các điểm 
0 1, ,..., kp x p p y   của X, dãy các điểm 

1 2, ,..., ka a a của D và dãy các ánh xạ 
1 2, ,..., kf f f  trong ( , )H D X  thỏa mãn  

1(0) , ( ) , 1,2,...,i i i i if p f a p i k    . 

Ta gọi một dây chuyền chỉnh hình  nối x với y là tập hợp : 

                                    0 1 1,..., , ,..., , ,...,k k kp p a a f f   

thỏa mãn các điều kiện trên. 

Ta đặt : 
1

(0; )
n

D i

i

L a 


  và định nghĩa ( , ) infXd x y L  
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trong đó infimum lấy theo tất cả các dây chuyền chỉnh hình  nối x với y . Dễ 

thấy Xd  thỏa mãn các tiên đề về giả khoảng cách, tức là : 

) ( , ) 0, , .

) ( , ) ( , ), , .

) ( , ) ( , ) ( , ), , , .

X

X X

X X X

i d x y x y X

ii d x y d y x x y X

iii d x z d x y d y z x y z X

  

  

   

 

Nói cách khác Xd  là một giả khoảng cách trên X. Giả khoảng cách Xd đƣợc 

gọi là giả khoảng cách Kobayashi trên không gian phức X. 

1.3.2.2 Tính chất 

Ta có thể dễ dàng chứng minh các tính chất sau của Xd  : 

i) 
D Dd   và 

1,
(( ),( )) max ( , )n i j i jD j n

d z w z w


  với mọi ( ),( ) n
i jz w D . 

ii) Nếu : f X Y  là ánh xạ chỉnh hình giữa các không gian phức X,Y 

thì 

                                        ( , ) ( ( ), ( )), ,X Yd p q d f p f q p q X   .  

Từ đó suy ra rằng nếu : f X Y là song chỉnh hình thì  

                                       ( , ) ( ( ), ( )), ,X Yd p q d f p f q p q X   . 

iii) Đối với một không gian phức X tùy ý, hàm khoảng cách Xd là liên 

tục trên X X . 

iv) Nếu X,Y là các không gian phức thì với mọi 1 2 1 2, ; ,x x X y y Y   ta 

có                               

 1 2 1 2 1 1 2 2max ( , ), ( , ) (( , ),( , ))X Y X Yd x x d y y d x y x y . 

1.4 Không gian phức hyperbolic  

1.4.1 Không gian phức hyperbolic  

 1.4.1.1 Định nghĩa 

  Không gian phức X đƣợc gọi là không gian hyperbolic nếu giả 

khoảng cách Kobayashi Xd  là khoảng cách trên X, nghĩa là: 
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( , ) 0Xd p q p q   , ,p q X   

 1.4.1.2 Ví dụ 

  (a) D là hyperbolic vì 
D Dd   mà 

D  là khoảng cách trên D nên 

Dd  cũng là khoảng cách trên D. 

  (b)  n  không là hyperbolic. Thật vậy, giả sử nd


 là giả khoảng 

cách Kobayashi trên  n
, ta sẽ chỉ ra rằng 0nd 


 và do đó nd


 không là 

khoảng cách trên  n .  

Với ,  nx y và ( 0)p D p   , xét ánh xạ : 

: nf D

y x
z x z

p









 

Khi đó f  là ánh xạ chỉnh hình, (0) f x  và ( ) f p y . Do f  làm 

giảm khoảng cách đối với Dd  và nd


 nên ta có: 

  (0; ) ( (0); ( ))nDd p d f f p


 

 ( , ) (0; )n Dd x y p


. 

Cho p dần tới 0 ta có ( , ) 0nd x y 


. Vậy  n
 không là đa tạp hyperbolic. 

1.4.1.3 Tính chất 

i) Nếu X,Y là không gian phức, thì X Y  là không gian hyperbolic khi 

và chỉ khi cả X và Y đều là các không gian hyperbolic. 

ii) Giả sử X là không gian phức, Y là không gian hyperbolic và 

: f X Y  là ánh xạ chỉnh hình và là đơn ánh thì X cũng là không gian 

hyperbolic. Đặc biệt, nếu X là không gian con phức của không gian 

hyperbolic Y thì X cũng là hyperbolic. 
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Chứng minh 

Với mọi , ' , 'x x X x x   ta có : 

 ( , ') ( ), ( ') .X Yd x x d f x f x  

  Mặt khác do f đơn ánh nên ( ) ( ')f x f x  và do Y là không gian 

hyperbolic nên ta có : 

 ( ), ( ') 0Yd f x f x   

 ( , ') 0Xd x x   

 X là không gian hyperbolic. 

iii)  Định lý Barth (xem  8 ) 

 Giả sử X là không gian phức liên thông. Nếu X là hyperbolic thì Xd  

sinh ra tô pô tự nhiên của X. 

1.4.1.4 Mệnh đề (Bổ đề Eastwood) 

Giả sử : X Y  là ánh xạ chỉnh hình giữa các không gian phức. Giả 

sử Y là hyperbolic và với mỗi điểm y Y  có lân cận U  của y sao cho 
1( )U  

là hyperbolic thì X là hyperbolic . 

1.4.2. Không gian phức hyperbolic đầy 

1.4.2.1  Định nghĩa 

Không gian phức X đƣợc gọi là hyperbolic đầy nếu X là hyperbolic và 

mọi dãy Cauchy với khoảng cách Xd đều hội tụ. 

1.4.2.2 Mệnh đề 

Giả sử X  là không gian hyperbolic liên thông. Khi đó X  là 

hyperbolic đầy nếu và chỉ nếu với mọi x X  và  0r   mọi hình cầu đóng  

( , )B x r là compact. 

1.4.2.3 Mệnh đề 

(a) Các đĩa và đa đĩa là hyperbolic đầy. 
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(b) Tích hữu hạn các không gian hyperbolic đầy là hyperbolic đầy. 

(c) Một không gian con đóng của không gian hyperbolic đầy là 

hyperbolic đầy. 

(d) Giả sử : X Y   là ánh xạ chỉnh hình giữa các không gian phức. 

Giả sử Y là hyperbolic đầy và với mỗi y Y , tồn tại một lân cận U sao cho 

1( )U   là hyperbolic. Khi đó X là hyperbolic đầy. 

(e) Giả sử : 'X X   là ánh xạ phủ chỉnh hình. Khi đó X là 

hyperbolic đầy nếu và chỉ nếu X’ là hyperbolic đầy. 

1.4.3 Không gian phức nhúng hyperbolic 

 1.4.3.1 Định nghĩa 

  Giả sử X là không gian con phức của không gian phức Y. Khi đó 

ta nói X là nhúng hyperbolic trong Y nếu với mọi ,x y X Y  , tồn tại các lân 

cận mở U của x và V của y trong Y sao cho  

( , ) 0,Xd X U X V    

trong đó dX là khoảng cách Kobayashi trên X. 

1.4.3.2 Nhận xét  

i) Không gian phức X là hyperbolic khi và chỉ khi X là nhúng 

hyperbolic trong chính nó. 

ii) Nếu X1 là nhúng hyperbolic trong Y1 và X2 là nhúng hyperbolic trong  

Y2 thì 
1 2X X  là nhúng hyperbolic trong 1 2Y Y . 

iii) Nếu có hàm khoảng cách   trên X  thỏa mãn  

( , ) ( , ), ,Xd x y x y x y X    

thì X là nhúng hyperbolic trong Y. 

1.4.3.3 Định lý  

 Giả sử X là không gian con phức của không gian phức Y. Khi đó các 

điều kiện sau là tương đương: 
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 HI1. X là nhúng hyperbolic trong Y. 

 HI2. X là hyperbolic và nếu    ,n nx y  là các dãy trong X thỏa mãn  

, , ( , ) 0n n X n nx x X y y X d x y      

thì x = y. 

 HI3. Giả sử    ,n nx y  là các dãy trong X thỏa mãn  

,
n n

x x X y y X     

Khi đó nếu ( , ) 0X n nd x y  khi n  thì x = y. 

 HI4. Giả sử H là hàm độ dài trên Y.Khi đó tồn tại các hàm liên tục 

dương   trên Y sao cho:  

                                       *( ) , ( , )Df H H f H D X    

 trong đó H
là chuẩn hyperbolic trên đĩa đơn vị D. 

 HI5. Tồn tại hàm độ dài H trên Y sao cho với mọi ( , )f H D X  ta có  

*

Df H H . 

1.4.3.4  Định lý Kiernan 

Giả sử X là không gian con phức, compact tương đối trong không gian 

phức Y.  

Khi đó X là nhúng hyperbolic trong Y nếu và chỉ nếu ( , )H D X là compact 

tương đối trong ( , )H D Y . 

1.4.4  Các định lý về thác triển chỉnh hình giữa các không gian phức 

 1.4.4.1 Định lý 

  Nếu X là không gian con phức, compact tương đối và nhúng 

hyperbolic trong không gian phức Y thì mọi *( , )f H D X  có thác triển 

( , )f H D Y . 

 1.4.4.2 Định lý Noguchi trên D 

 Cho X là không gian con phức, compact tương đối và nhúng hyperbolic  
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trong không gian phức Y. Cho *( , )f H D X  và  nf  là dãy trong *( , ).H D X  

Khi đó nếu 
nf f  thì nf f  . 

 1.4.4.3 Định lý K
3
  

  Cho X là không gian con phức, compact tương đối và nhúng 

hyperbolic trong không gian phức Y. Cho M là đa tạp phức và A là divisor 

trên M có giao chuẩn tắc, thế thì mỗi ( , )f H M A X   đều có thác triển 

( , )f H M Y . 

Chứng minh 

 Trƣớc hết ta nhận thấy rằng nếu  nf  là dãy trong *( , )H D X ,  kz  và 

 'kz  là các dãy trong 
*D  hội tụ đến 0 và ( )k kf z y Y   thì '( )k kf z y  và 

hơn nữa ta có (0)kf y . 

 Theo giả thiết ta có thể giả sử rằng : 

mM D  và *( )r sM A D D   , với r + s = m. 

ta chứng minh định lý theo 3 bƣớc : 

 1) Nếu 
*M A D   thì từ định lý 1.4.4.1 ta có điều phải chứng minh. 

 2) Giả sử có thác triển f  khi 
*nM A D   với n nào đó ta sẽ chỉ ra rằng 

f có thác triển nếu 
*n sM A D D    với mọi s. 

 Giả sử 
1 1( , ) ( ,..., , ,..., ) n s

n st t t D D      và *: n sf D D X   là ánh 

xạ chỉnh hình. Với mỗi  t ta đặt ( ) ( , )tf f t  , theo giả thiết 
tf  có thác triển 

thành ánh xạ chỉnh hình trên 
nD . Ta còn phải chứng minh ánh xạ 

: ( , ) ( , )f t f t   là ánh xạ liên tục. 

 Giả sử  f  không liên tục tại ( ,0)   dãy  ( , )k kt  trong 
*r sD D  

hội tụ đến ( ,0)  nhƣng ( , ) ( ,0)k kf t y f   . 

 Xác định 
*:kf D X  bởi ( ) ( , )k

kf z z .  
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Từ 0kt   và ( ) ( , )k k k

kf t f t y   nên theo (*) ta có (0) ( ,0)k

kf f y  . 

Mặt khác 
tf  liên tục với mỗi t do đó ( ,0) ( ,0)tf f  . Điều này mâu thuẫn 

vì ( ,0)f y  . Vậy 2) đƣợc chứng minh. 

 3) Giả sử  f có thác triển nếu *n sM A D D    với mọi s. Ta sẽ chứng 

minh f có thác triển nếu 
* 1nM A D   . 

 Xét ánh xạ chỉnh hình * 1: nf D X   và đặt *:g D X  xác định bởi 

( ) ( , ,..., )g z f z z z . Vậy g chỉnh hình trên D
*
 và theo định lý 1.4.4.1 thì g có 

thác triển ( , )g H D Y . Đặt (0,0,...,0) (0)f g , nhƣ vậy ta còn phải chứng 

minh f là liên tục. 

 Giả sử f  không liên tục, tồn tại dãy 
1 2( , ) ( , ,..., , )k k k k k k

nt t     trong 

* 1nD 
 sao cho : 

( , ) 0

( , ) (0,0,...,0)

k k

k k

t

f t y f





 


 
 

Theo (*) thì với ( ) ,
k

k

k k

z
f z f t





 
 
 
 

 và    k

kz   ta có : 

(0, ) (0)k

kf t f y  . 

Với ( ) , ,..., ,
k k k

k

k k k k

zt zt zt
f z f t

t t t

 
 
 
 

 và    ' k

kz t  ta có : 

(0, ) (0) (0,0,...,0)k

kf t f f   

Điều này mâu thuẫn vì (0,0,...,0)f y . Vậy 3) đƣợc chứng minh và từ đó 

định lý đƣợc chứng minh. 

 Dƣ̣a vào kết quả của K
3
 – định lý , các định lý của Lelong và Wirtinger 

trong lý thuyết độ đo , năm 1985, Noguchi đã chứng minh định lý thác triển 

hội tụ sau : 
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 1.4.4.4 Định lý Noguchi 

 Cho X là không gian con phức compact tương đối và nhúng hyperbolic 

trong không gian phức Y. Cho M là đa tạp phức và A là divisor trên M có 

giao chuẩn tắc. Giả sử 

:nf M A X   

là dãy các ánh xạ chỉnh hình, hội tụ đều trên các tập con compact của M A  

tới ánh xạ chỉnh hình  

:f M A X   

 Giả sử ,nf f   là các thác triển chỉnh hình của ,nf f  tương ứng từ M 

vào Y. 

Khi đó nf f   trong ( , )H M Y . 

Để chứng minh định lí 1.4.4.4 ta cần một số khái niệm và kết quả sau 

1.4.4.5 Định nghĩa 

 Giả sử X,Y là các không gian phức. Ký hiệu ( , )C X Y  là họ các ánh xạ 

liên tục từ X vào Y. Họ  ,H X Yf  đƣợc gọi là họ chuẩn tắc đều nếu 

 ,H M Xf  là compact tƣơng đối trong ( , )C M Y  , với mỗi đa tạp phức M, 

trong đó  Y Y     là compact hóa 1 điểm của Y. 

 Nếu 
0 0,X Y  là các không gian con của không gian tôpô X,Y tƣơng ứng 

và  0 0,C X Yf . Ta ký hiệu  , ,C X Y f  là tập các ánh xạ ( , )g C X Y  mà 

là các thác triển của các phần tử của f . 

 1.4.4.6 Định lý 

 Nếu X, Y là các không gian phức thì họ  ,H X Yf  là chuẩn tắc đều 

nếu và chỉ nếu  ,H M Xf  là compact tương đối trong ( , )C D Y  . 

 1.4.4.7 Định lý 

Giả sử X là không gian con phức compact tương đối trong không gian  
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phức Y. Khi đó các điều kiện sau là tương đương : 

 i) X là nhúng hyperbolic trong Y; 

 ii) ( , )H D X  là compact tương đối trong ( , )C D Y  ; 

iii) ( , )H D X  là họ con chuẩn tắc đều của ( , )H D Y . 

 1.4.4.8 Bổ đề 

Giả sử *( , )mH D Yf là họ chuẩn tắc đều. Nếu     * ,m

n nw D f  f  

sao cho 
0

m

nw w D   và ( )n nf w p Y   thì với mỗi lân cận U của p, tồn 

tại lân cận W của 
0w  trong mD  sao cho 

 *m

nf W D U  . 

Sử dụng các kết quả trên ta có thể mở rộng K
3
 – định lí và định lí thác 

triển hội tụ của Noguchi nhƣ sau 

1.4.4.9 Định lí  

 Giả sử M là đa tạp phức và A là divisor có giao chuẩn tắc trong M. Giả 

sử ( , )H M A Y f  là họ chuẩn tắc đều và f  là bao đóng của f trong 

( , )C M A Y  . Khi đó  

 i) Mỗi f  f  đều thác triển được thành ( , )f C M Y  . 

ii) , ,C M Y   f  là compact trong ( , )C M Y   

iii) Nếu  nf  f  và 
nf f  thì nf f  . 

Chứng minh  

 Để chứng minh i) và ii) trƣớc hết ta chứng minh với mỗi f  f  đều 

thác triển đƣợc thành ( , )f C M Y   và , ,C M Y   f  là compact tƣơng đối 

trong ( , )C M Y  . 

 Vì bài toán là địa phƣơng nên ta có thể giả thiết rằng 
mM D  và 

*( , )mH D Yf . Do đó ta chỉ cần chứng minh với mỗi f  f  có thác triển 

( , )mf C D Y   và , ,mC D Y   f  là compact tƣơng đối trong ( , )mC D Y  . 
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 Theo định lí Ascoli, ta chỉ cần chứng minh , ,mC D Y   f là liên tục 

đồng đều trong ( , )mC D Y  . 

 Giả sử ngƣợc lại, khi đó tồn tại 
0

mw D , các dãy    , 'n nw w  trong 

*mD  cùng hội tụ tới 
0w và có dãy  nf  f  mà ( )n nf w p  và 

( ' )n nf w q p  . Điều này mâu thuẫn với bổ đề 1.4.4.8. Vậy ta có 

, , ( , ).m mC D Y C D Y   f Ð  

 Bây giờ ta chứng minh sự tồn tại thác triển của ánh xạ f. 

 Giả sử 
0 ,w M p Y    và   0;n nw M A w w    và ( )nf w p . Khi 

đó p xác định duy nhất, do đó với 
0w  và p ở trên ta định nghĩa 

0( ) .f w p  

Rõ ràng 

f f  trên M A , 

vì nếu ta chọn dãy 
nw w M A    với mọi n, thì ( ) ( )f w f w  với mọi 

w M A  . 

 Vậy theo định lí thác triển Riemann, để chứng minh f  là thác triển 

chỉnh hình của f  ta chỉ cần chứng minh f  là liên tục. 

 Nếu 0( )f w p Y   và U là lân cận mở của p thì gọi V là lân cận 

compact tƣơng đối của p sao cho V U . Theo bổ đề 1.4.4.8, tồn tại lân cận 

mở W của 0w  trong M sao cho ( )f W A V  . Khi đó  

( ) .f W V U   

 Nếu 0( )f w  , theo bổ đề 1.4.4.7, tồn tại lân cận mở W của 
0w  trong 

M sao cho ( )f M A U  , tức là tồn tại lân cận mở W của 0w  trong M sao 

cho ( )f W V . Từ đó ta có f  liên tục. 
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 Để kết thúc chứng minh i) ta lấy f  f  Khi đó tồn tại dãy  nf  trong 

f sao cho 
nf f  khi n . Do , ,C M Y   f  là compact tƣơng đối trong 

( , )C M Y   nên tồn tại dãy con    
kn nf f  sao cho ( , )

knf g C M Y   . Rõ 

ràng g f   (vì chúng bằng nhau trên M A ). Vậy i) đƣợc chứng minh. 

 Để chứng minh ii) ta chứng minh  

, , , ,C M Y C M Y       f f . 

Với g f  ta chọn dãy  nf  f  sao cho 
nf g .  

Do tính compact tƣơng đối của , ,C M Y   f  trong ( , )C M Y   và sự tồn 

tại thác triển trong i), suy ra có dãy con    
kn nf f   sao cho 

knf g  , vì vậy 

, ,g C M Y     f .  

Do đó 

, , , ,C M Y C M Y       f f . 

Ngƣợc lại, với , ,g C M Y     f , tồn tại dãy  

  , ,nf C M Y    
 f  mà nf g  . 

Suy ra 

nf g  trên M A  với  nf  f . 

Từ đó, g f . Vậy 

, ,g C M Y     f . 

 Hay ta có  

, , , ,C M Y C M Y       f f . 

Vậy ii) đƣợc chứng minh. 

iii) Giả sử  nf  f  và nf f . Ta chứng minh  
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nf f   khi n . 

Theo i) thì các nf
  và f  luôn tồn tại. 

Theo ii), vì   , ,nf C M Y    
 f  compact trong ( , )C M Y  , nên mọi 

dãy con  
knf
  của  nf

  đều có dãy con hội tụ tới f . Do đó  

nf f   khi n . 

Vậy iii) đƣợc chứng minh. 

 1.4.4.10 Nhận xét 

Theo hệ quả 3 và hệ quả 7 (xem  3 ) khẳng định rằng :  

  Nếu X là không gian con phức, nhúng hyperbolic trong không 

gian phức Y và A là divisor có giao chuẩn tắc trong đa tạp phức M thì mỗi 

( , )f H M A X   đều thác triển được thành ( , )f C M Y   và nếu X là 

compact tương đối trong Y thì ( , )f H M Y . 

 Từ đó theo định lí 1.4.4.7 và định lí 1.4.4.9 ta suy ra kết quả của định lí 

Noguchi 1.4.4.4. 

1.4.4.11 Định lý  

Các phát biểu dƣới đây là tƣơng đƣơng, với X là không gian con phức 

trong không gian phức Y. 

 i) X là nhúng hyperbolic trong Y. 

 ii) Nếu    ,n nf z  là các dãy theo thứ tự trong *( , )H D X  và D
*
 thỏa 

mãn 0, ( )n n nz f z p   thì ,( )n nf z p , với mọi dãy  ,nz trong D
*
 và 

, 0nz  . 

 iii) Với M là đa tạp phức và A là divisor có giao chuẩn tắc trong M, 

nếu  nf  và  nz  tương ứng là các dãy trong ( , )H M A X  và M A  thỏa 

mãn nz z M  , thì 
,( )n nf z p , với mọi dãy  ,nz  của M A  thỏa mãn 

,

nz z . 
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CHƢƠNG 2 

TÍNH TỰ NHIÊN TÔPÔ CỦA ĐỊNH LÝ NOGUCHI VỀ DÃY CÁC 

ÁNH XẠ CHỈNH HÌNH GIỮA CÁC KHÔNG GIAN PHỨC 

2.1 Mở đầu 

Nếu X, Y là các không gian tôpô , ta ký hiệu ( , )F X Y  là tập hợp các 

hàm từ X tới Y . Dựa vào các tính chất (i) và (ii) của định lý 1.4.4.11 J.Joseph 

và M.Kwack  đã đƣa ra khái niệm sau: 

Tính chất  : Giả sử X và Y là các không gian tôpô và 
0X X là trù mật. Ta 

nói 
0( , )F X Y  thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y  nếu mỗi 

,x X y Y   và lƣới   , ,f x v    trong 
0 0X X   thỏa mãn 

,x x v x    và  f x y   , ta có  f v y   . 

Mục đích chính của chúng tôi là sử dụng tính chất  để mở rộng và chứng 

minh lại các định lý của Kwack, Kobayashi, Kiernan và Noguchi (Định lý 

1.4.4.1, 1.4.4.2, 1.4.4.3, 1.4.4.4) bằng phƣơng pháp tôpô thuần túy. Đồng thời 

đƣa ra một số đặc trƣng của tính chất  và ứng dụng cho nghiên cứu tính 

nhúng hyperbolic của các không gian phức. Trƣớc hết, ta nhắc lại một số khái 

niệm sau : 

+ Một không gian đƣợc gọi là k - không gian nếu một tập con C của 

không gian là đóng khi C K  là đóng trong K cho mỗi tập con compact K 

của không gian. 

+ Mọi không gian tôpô đều đƣợc giả thiết là không gian Hausdorff và Y 

sẽ luôn là không gian compact địa phƣơng, X là k - không gian.  

 

 

2.2 Tổng quát tôpô các kết quả của Kiernan, Kobayashi, Kwack và 

Noguchi trong không gian phức 
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2.2.1 Định nghĩa  

Nếu X và Y là các không gian tôpô tùy ý, ta nói rằng ( , )F X Y  là 

liên tục đồng đều (evenly continuous) từ A X  tới B Y  nếu với mỗi 

a A , b B  và ( )U b  trong B có ( )W b  trong B và ( )V a  trong A 

sao cho: 

f   và ( )f a W   ( )f V U . 

Nếu ( , )F X Y  là liên tục đồng đều từ X tới Y, ta nói gọn rằng   là liên 

tục đồng đều. 

2.2.2 Mệnh đề (xem  4 ) 

Cho X là không gian chính quy, compact địa phương và Y là không 

gian chính quy. Khi đó ( , )C X Y  là compact tương đối trong ( , )C X Y nếu 

và chỉ nếu : 

 a)   là một tập con liên tục đồng đều của ( , )C X Y .  

 b)  ( ) ( )x f x Y f     là compact tương đối trong Y  với mỗi 

x X . 

Sau đây ta chứng minh mệnh đề thiết lập đặc trƣng của họ liên tục đồng 

đều ( , )C X Y . 

2.2.3 Mệnh đề 

 Cho X là một không gian và 
0X X  là trù mật trong X. Khi đó 

( , )C X Y  là liên tục đồng đều nếu và chỉ nếu   là liên tục đồng đều từ 

 0X v  tới Y với mỗi v X . 

Chứng minh :  

 ) Giả sử ( , )C X Y  là liên tục đồng đều. 

Lấy  0, ,v X a X v b Y     và ( )U b  trong Y. Do ( , )C X Y  

là liên tục đồng đều nên có ( ), ( )W b O a    sao cho : 
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   : ( ) : ( )f f a W f f O U      

Đặt   0V O X v    thế thì a V  và V là tập con mở của  0X v  và 

( ) ( )f V f O U  , vậy  

     : ( ) : ( ) : ( )f f a W f f O U f f V U        . 

Vậy   là liên tục đồng đều từ  0X v  đến Y. 

) Giả sử ,x X y Y   và ( )U y . Theo giả thiết thì   liên tục 

đồng đều từ  0X v  tới Y nên ta có thể chọn ( ); , ( )A x B W y   sao cho: 

W U  và  f  mà ( )f x B      0f A X x W   . 

Ta cần chứng minh  f  mà ( )f x B   ( )f A W . 

Lấy ,f z A   và ( ( ))H f z , ta chứng minh  H W  (vì khi 

đó ( )f z W ). Do   0 ,f C X z Y  , ta chọn ( )Q z , sao cho : 

   0f Q X z H    (vì tính liên tục của f  tại z). 

Ta có ( )Q A z   nên 
0Q A X    (do 

0X  trù mật trong X). 

Suy ra  

         0 0 0f Q A X f Q X z f A X x H W           . 

 ( )f z W mà ( )z A f A W   .  

Mệnh đề đƣợc chứng minh. 

Định lý sau thiết lập một đặc trƣng nữa của tính chất . 

2.2.4 Định lý 

Cho 
0X  là tập con trù mật của không gian X và 0( , )F X Y . Các 

phát biểu sau  đây là tương đương 

 (1)   thỏa mãn tính chất  ứng với  0, ,X X Y . 

 (2)   thỏa mãn hai tính chất sau :  
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  a) Mỗi  f   thác triển thành ( , )f C X Y   

  b) , ;C X Y     là compact tương đối trong ( , )C X Y  . 

Chứng minh  

(2)  (1) : Nếu (1) không xảy ra, ta có thể giả thiết 

; , ,x X p q Y p q    và một lƣới  ( , , )f x v    trong 
0 0X X   sao cho : 

( )

( ) .

x x

v x

f x p

f v q








 





 

 

 (*) 

 Với mỗi , theo (a)  f  thác triển đƣợc thành f
  . Theo (b) có lƣới 

con  f


 của  f  và ( , )g C X Y   sao cho 

f g . Do đó ( ) ( )


f x g x . 

Mặt khác theo (b) và mệnh đề 2.2.2  , ;C X Y     là liên tục đồng 

đều trong ( , )C X Y  , theo định nghĩa liên tục đồng đều với 0 ,x X x x   
 

và 0 ,v X v x   
 ta có: 

    ( )f x f x g x
         

và     ( )f v f v g x
        . 

Mâu thuẫn với p q   (1) đƣợc chứng minh. 

(1)  (2) : Hiển nhiên 
0( , )C X Y  .  

Thật vậy : Với 0, f x X , lấy   0nx X  mà 
0 nx x X ; do 

Y  là 

compact     nf x p Y .  

Hơn nữa do   thỏa mãn tính chất  nên với dãy nv x  thì 

  ( ) nf v f x p , do đó ( )f x  liên tục tại x  
0( , )C X Y  . 
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Để chứng minh f   thác triển thành ( , )f C X Y   ta chỉ cần chứng 

minh rằng  f  thác triển thành   0 ,f C X v Y    với mỗi 
0v X X  . 

Theo (1), với mỗi v có điểm p Y  sao cho nếu  x  là một lƣới trong 

0X  và x v   thì ( )f x p  (vì Y compact  p  và   f x p  khi 

 x v  do định nghĩa   thỏa mãn tính chất ).  

Do đó ta có thể định nghĩa ( )f v p   f  liên tục tại v. Ta có f f  

trên X0 do vậy   0 ,f C X v Y   . Nhƣ vậy (2a) đƣợc chứng minh. 

Để chứng minh (2b) ta giả sử ngƣợc lại v X  và , ;C X Y     không 

liên tục đồng đều từ  0X v  tới Y 
. Khi đó, tồn tại 

 0 , , ( )x X v p Y U p     sao cho với mỗi cặp ( , ) ( ) ( )V W x p    

thỏa mãn W U , với ( , )V Wf   và  ( , ) 0V Wx X v   thỏa mãn  

( , ) ( , ), ( )V W V Wx V f x W  , ( , ) ( , )( )V W V Wf x Y U Y W     . 

Thứ tự của các cặp  ,V W  đƣợc định nghĩa nhƣ sau : 

1 1 2 2 2 1( , ) ( , )V W V W V V    và 
2 1W W  

Với mỗi cặp ( , )V W , ánh xạ ( , )V Wf  là liên tục và ( , )( )V Wf x W  nên tồn tại 

 ( )H x  sao cho H V  và ( , )( )V Wf H W . Chọn H nhƣ trên và  

( , ) 0V Wy H X  , khi đó  ( , )V Wy là một lƣới trong 
0X . 

Nếu ( )B p với B U  và ( )A x  ta có ( , ) ( , ),V W V Wx y A  và 

( , ) ( , )( )V W V Wf y B  với mỗi ( , ) ( , )V W A B .  

Do đó ( , ) ( , ),V W V Wy x x x   và ( , ) ( , )( )V W V Wf y p . 
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Ta có với mỗi cặp (V,W) thì 
( , )V Wx x . Từ đó 

( , )V Wx v (vì 

( , )( )
V Wf x W  nhƣng 

( , )( )
V Wf x W nhƣng 

( , ) ( , )( )V W V Wf x Y W  do đó W ). 

Nhƣng do Y  compact nên ta luôn có thể giả thiết rằng 

( , ) ( , )( ) ,V W V Wf y q Y q p    mâu thuẫn với giả thiết   thỏa mãn tính chất 

 đối với  0, ,X X Y . Từ đó , ;C X Y     là liên tục đồng đều và (2) đƣợc 

chứng minh. 

 Từ định lý trên ta nhận đƣợc một hệ quả và hệ quả này đã tổng quát hóa 

các kết quả của Kiernan, Kobayashi, Kwack và Noguchi. Nếu 
0( , )F X Y , 

ta ký hiệu   là bao đóng của   trong 
0( , )C X Y 

. 

2.2.5 Hệ quả  

Cho 
0X  là tập con trù mật của không gian X và 

0( , )F X Y  thỏa 

mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y . Khi đó : 

 (1) Mỗi  f   thác triển thành ( , )f C X Y   

 (2) Nếu  f  là một lưới trong   và f f   thì f f 
  . 

Chứng minh 

Với f    có lƣới  f   mà f f  . Theo định lý 2.4 có thác 

triển ( , )f C X Y

  với mỗi , và tồn tại lƣới con  f


của  f sao cho 

( , )f g C X Y


  . Ta thấy g f   (vì trên 
0X  thì f f f

     do đó f = g  

trên 
0X ). Vậy (1) đƣợc chứng minh. 

 Nếu  f


 là một lƣới con của  f  và ( , )f g C X Y


   thì g f   

(tƣơng tự trên). Vì , ;C X Y     là compact tƣơng đối trong ,C X Y     do đó 

mọi dãy con của  f
  đều có một dãy con  f


  hội tụ đến f  nên từ định lý 
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2.2.4 ta có f f 
  . (Nếu    ',f f U f f U f         với  đủ lớn  mọi 

dãy con của 'f
  đều không hội tụ tới f   mâu thuẫn). Hệ quả đƣợc chứng 

minh. 

 Nhận xét 

Hệ quả 2.2.5 là khái quát của các định lý Kiernan, Kobayashi, Kwack 

và Noguchi. Thật vậy : Giả sử M là đa tạp phức và A là divisor có giao chuẩn 

tắc trong M. Trong ví dụ 1 (xem  4 ) đã chứng minh đƣợc rằng : X là nhúng 

hyperbolic trong Y   ( , )H M A X  thỏa mãn tính chất  đối 

với , ,M A M Y  (xem 1.4.4.10). Do đó nếu X là compact tƣơng đối, nhúng 

hyperbolic trong Y thì theo hệ quả 2.2.5 ta có :     

(1) Mỗi ( , )f H M A X   đều có thác triển ( , )f H M Y . 

(2)   ( , ), ( , )n nf H M A X f f H M A X       thì nf f  . 

Định lý tiếp theo cung cấp cho một đặc trƣng nữa của tính chất  mà từ 

đó ta có kết quả mở rộng hơn nữa định lý Noguchi. Sự mở rộng này sẽ đƣợc 

đƣa ra trong hệ quả 2.2.7. 

2.2.6 Định lý 

Cho 
0X  là tập con trù mật của không gian X. Khi đó 

0( , )F X Y   

thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y  nếu và chỉ nếu hai điều kiện sau được 

thỏa mãn :   

(1) Mỗi  f   thác triển được thành ( , )f C X Y  . 

  (2) , ;C X Y     là tập con compact của ( , )C X Y  .  

 

Chứng minh 
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) Vì , ;C X Y     là tập con của , ;C X Y    , do đó nó là compact 

tƣơng đối trong ( , )C X Y  . Vậy theo định lý 2.2.4 ta có   thỏa mãn tính chất 

 đối với  0, ,X X Y . 

) Ta chứng tỏ , ; , ;C X Y C X Y             

Lấy , ;g C X Y      tồn tại lƣới  f  trong   sao cho f g 
  

trong X0. Từ giả thiết   thỏa mãn tính chất  với 0, ,X X Y nên theo định lý 

2.2.4 có lƣới con  f


của  f  mà , ;f h C X Y


    
   h g   (vì trên 

X0 chúng cùng là giới hạn của  f


 ) , do đó , ;g C X Y     .  

Từ đó ta có bao hàm , ; , ;C X Y C X Y          .  

Lấy , ;g C X Y      , có lƣới   , ;f C X Y

     sao cho f g 
   

 f g  trên X0  , ;g C X Y       , ; , ;C X Y C X Y           

Vậy , ; , ;C X Y C X Y          . Định lý đƣợc chứng minh. 

2.2.7 Hệ quả 

Cho 
0X  là tập con trù mật của không gian X và 

0( , )F X Y  thỏa 

mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y . Khi đó :  

  (1)   là compact tương đối trong 
0( , )C X Y  , 

  (2) Nếu  f  là một lưới trong   và f f   thì f f 
  . 

Chứng minh  

Giả sử  f  là một lƣới trong  , theo định lý 2.2.6 thì với mỗi  tồn  

tại ( , )f C X Y

  và có lƣới con  f


 của  f
  sao cho ( , )f g C X Y



     
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 f g

  trên X0 . Từ đó (1) đƣợc chứng minh. 

Nếu  f


 là một lƣới con hội tụ của  f
  và f f


  thì f f


  .  

Từ định lý 2.2.6, mỗi lƣới con của f
 đều có một lƣới con hội tụ, suy ra 

f f 
   và (2) đƣợc chứng minh. 

 Từ hệ quả 2.2.5 và định lý 2.2.6 ta có kết quả dƣới đây : 

2.2.8 Hệ quả 

Nếu
0X  là tập con trù mật của không gian X thì 

0( , )F X Y  thỏa 

mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y  nếu và chỉ nếu   thỏa mãn tính chất  đối 

với  0 , ,X X Y  . 

Chứng minh 

Từ hệ quả 2.2.5 và định lý 2.2.6 ta có :  

  thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y  khi và chỉ khi : 

  (1) Mỗi  f   thác triển đƣợc thành ( , )f C X Y   

  (2) , ;C X Y     là tập con compact của ( , )C X Y  . 

Từ đó theo định lý 2.2.4 ta có   thỏa mãn tính chất  ứng 

với 0 , ,X X Y  . 

2.2.9 Hệ quả 

Cho M là đa tạp phức và A là divisor có giao chuẩn tắc trong M.  

Cho X là không gian con phức compact tương đối nhúng hyperbolic trong 

không gian phức Y. Khi đó : 

 (1) Mỗi ( , )f H M A X   thác triển được thành ( , )f H M Y  

 (2) Nếu  nf  là một dãy trong ( , )H M A X  và  nf f  thì nf f  . 

2.2.10 Định lý 
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Cho
0X  là tập con trù mật của không gian X. Khi đó 

0( , )F X Y  

thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y  nếu và chỉ nếu 3 điều kiện sau được 

thỏa mãn :  

(1)   là compact tương đối trong  0 ,C X Y    

 (2) Mỗi f   thác triển được thành ( , )f C X Y    

 (3) Nếu  f  là một lưới trong   và f f   thì f f 
   

Chứng minh 

+ Điều kiện cần đƣợc suy ra từ hệ quả 2.2.6 và hệ quả 2.2.7. 

+ Điều kiện đủ : Giả sử  f  là một lƣới trong  . Từ (1)  tồn tại lƣới con 

 f


 của  f  mà f f

  . Từ (2)  với mỗi , tồn tại f


  và f  và từ 

(3) ta có  , ;f f C X Y


    
  . Suy ra , ;C X Y    là compact tƣơng 

đối trong  ,C X Y  , từ đó theo định lý 2.2.4 ta đƣợc điều phải chứng minh. 

 Để kết thúc phần này chúng ta đƣa ra một vài ví dụ làm rõ hơn các vấn 

đề đã trình bày ở trên. 

2.2.11 Ví dụ 

Cho    00;1 , 0;1X X    . 

a) Nếu 
0( , )nf C X X  xác định bởi ( ) n

nf x x  với mỗi n nguyên dƣơng  

và  nf  thì   thỏa mãn (1) và (2) của định lý 2.2.10 nhƣng không thoả 

mãn (3). 

b)  0, ; ( , )C X X F X X  không là compact tƣơng đối trong ( , )C X X  và 

do đó nó không  thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X X . 

Chứng minh  
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 Trƣớc hết ta chứng minh   compact tƣơng đối trong 
0( , )C X X , cụ thể 

ta sẽ chỉ ra mọi dãy trong   đều hội tụ về hàm 
00 ( , )C X X . Giả sử A là tập 

compact trong 
0X , B là tập mở trong X và  ( , ) : ( )A B n nU f f A B    là lân 

cận của 0. 

 Do A compact trong 
0X    ,A    ở đó 0 1    . 

     B mở trong X và  ( , ) : ( )A B n nU f f A B    là lân cận của 0 nên 

0( ) 0A B B   . Vậy  0,B   ở đó 0 1  . 

Chọn   sao cho ( ) 0n

n nf A B f      . 

Mặt khác mỗi 
nf   có thác triển :nf X X   

 nx x  

   thỏa mãn (2) của định lý 2.2.10 

Ta thấy rằng   0,1 0n nf B f     không thỏa mãn (3) của định lý 

2.2.10. Vậy a) đƣợc chứng minh. 

 Để chứng minh b) ta xét dãy    0 0, ; ( , )nf C X X F X X  xác định bởi 

( ) n

nf x x , khi đó nf
  là thác triển của 

0 0:nf X X  

             nx x  

Ta nhận thấy  nf
  không chứa một dãy con nào hội tụ, do đó 

 0 0, ; ( , )C X X F X X  không compact tƣơng đối trong ( , )C X X . 

2.2.12 Ví dụ 

  *, 0H D   không thỏa mãn tính chất  đối với    *, , 0D D


   

Thật vậy : giả sử  0 0z   , ta định nghĩa dãy  kf  trong  

  *, 0H D   nhƣ sau:  0( )k

z
f z

kz
 .  
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Khi đó 
0

1

1
kf z

k

 
 

 
 trong khi 

0 0

1
2

2( 1)
kf z z

k

 
  

 
. 

2.2.13 Ví dụ 

Cho n là số nguyên dƣơng, 1n   và   1 2( , ,..., ) : 0;1n

n iM z z z z   .  

Gọi  0 1, ,..., nw w w  là tọa độ thuần nhất trong không gian xạ ảnh ( )nP   

và  là siêu phẳng   0 1 0, ,..., : 0nw w w w  ;  

Ánh xạ : ( )nM P    xác định bởi  1 2 1( , ,..., ) 1, ,...,n nz z z z z  . 

Ta chứng tỏ rằng *( , ( ))H D M  không thỏa mãn tính chất  đối 

với  *, , ( )nD D P    

Thật vậy, giả sử  20,1, ,..., np w w  là một điểm của  với 1,iw i  .  

Dãy  kf  trong *( , ( ))H D M  xác định bởi  

2 2

1 1
( ) 1; ; ;...; ;1; ;...;

k

n n
k k k k

k w w z w w
f z

z z z k kz kz 

  
    
   

. 

Khi đó: 
1

1
kf p

k

 
 

 
và  2

1
0;1;2 ;...;2

2( 1)
k nf w w p

k

 
  

 
. 

Hơn nữa với mỗi z cố định ta có  ( ) 0;1;0;...;0kf z   nên 
kf  hội tụ đến 

ánh xạ hằng f trên D
*
. Khi đó tồn tại  , , ( )n

kf f H D P    với mỗi k nhƣng 

 kf
  không hội tụ (vì không thỏa mãn tính chất )  Điều phải chứng minh . 

2.2.14 Nhận xét 

Hệ quả 2.2.7 chứng tỏ rằng   có thể thay thế bởi   trong điều kiện (3)  

của định lý 2.2.10.  

Chú ý rằng trong điều kiện (3) ta có thể ngầm giả thiết rằng f
  và f  

tồn tại với mỗi . 



Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                    http://www.lrc-tnu.edu.vn 

 

31 

Dễ dàng thấy từ nhận xét trên và định lý 2.2.10 rằng nếu 
0X X  là trù 

mật thì 
0( , )F X Y  thỏa mãn tính chất  ứng với  0, ,X X Y  nếu và chỉ nếu 

hai điều kiện sau đƣợc thỏa mãn : 

 (1)  là compact tƣơng đối trong 
0( , )C X Y    

 (2)Ánh xạ : ( , )C X Y k  xác định bởi  f f k  là phép nhúng. 

 Chúng ta kết thúc phần này bởi định lý và hệ quả sau đây : 

2.2.15 Định lý 

Cho ( , )C X Y   là compact tương đối; S X  thỏa mãn nếu 

,f g  và f = g trên S, thì f = g. Nếu  f  là một lưới trong  ; f   và 

f f   trên S,  thì f f  (trên toàn bộ X). 

Chứng minh 

Vì  f  là một lƣới trong   là compact trong ( , )C X Y  có lƣới con 

 f


 mà f h

   trên X. 

Theo giả thiết  f h

  và f f


  trên S suy ra h = f  trên S              

 h = f trên X . Mà   compact nên mọi dãy con của f  đều có dãy con hội 

tụ đến f, do đó f f   trên X. Định lí đƣợc chứng minh. 

2.2.16 Hệ quả  

Cho 
0X X  là trù mật và 

0( , )F X Y  thỏa mãn tính chất   ứng 

với 0, ,X X Y . Giả sử tồn tại một tập S X  sao cho nếu , ( , )f g C X Y   và     

f = g trên S thì f = g . 

Khi đó nếu  f  là một lưới trong   và  f
  hội tụ trong S thì  f

  hội tụ. 

Chứng minh 
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Nếu  f  là một lƣới trong   thì theo hệ quả 2.2.5, với mỗi , tồn tại 

f
  và theo định lý 2.2.6, ( , )f f C X Y



   với mỗi lƣới con  f


 của 

 f
 .  

Theo giả thiết nếu f
 hội tụ trên S thì f f 

  trên S, do dãy con 

f f

  trên S. 

Áp dụng định lý 2.2.15 với ( , )C X Y    ta có f f 
  trên X.  

2.3 Một số đặc trưng của tính chất  và ứng dụng 

 Trong phần này chúng tôi trình bày một số điều kiện cần và đủ để   

thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y  và đƣa ra các ứ ng dụng của kết quả 

trong 2.2, đó chính là các đặc t rƣng của tính nhúng hyperbolic của các không 

gian phƣ́c. 

 Đầu tiên ta xét các điều kiện để tồn tại sự thác triển hàm từ tập con trù 

mật của không gian lên toàn bộ không gian . Mệnh đề sau đƣợc chứng minh 

trong  1 . 

2.3.1 Mệnh đề  

Cho X0 là tập con trù mật trong không gian X, Y  là không gian chính 

quy và 
0:f X Y  là một hàm. Khi đó f có thác triển liên tục :f X Y  nếu 

và chỉ nếu với mỗi x X , có y Y  sao cho nếu  x  là một lưới trong 
0X  

và x x   thì ( )f x y  . 

 Ta dễ dàng thấy rằng nếu f  thỏa mãn các giả thiết của mệnh đề 2.3.1 thì 

f có thác triển liên tục :f X Y  nếu và chỉ nếu : 

 (a) 1

( ) ( ) :y f W y Y


   phủ X, 

 (b) Nếu 
1

( ) ( )yx f W


  và   0x X   mà x x   thì ( )f x y  . 
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 Trong định lý và các mệnh đề dƣới đây, ta xây dựng một số điều kiện 

cần và đủ khác cho sự tồn tại của thác triển liên tục từ tập con trù mật để đƣa 

ra những đặc trƣng của tính chất  . Trong định lý và các mệnh đề này cả X và 

Y đều không giả thiết là k - không gian . 

2.3.2 Định lý 

Cho X0 là tập con trù mật trong không gian X, Y  là không gian chính   

quy và 
0:f X Y  là một hàm. Các phát biểu dưới đây là tương đương : 

 (1) Hàm f  thác triển thành hàm liên tục :f X Y  

 (2) Với mỗi ( ) 0, ( )xx X f V X K


    là tập có một phần tử với mỗi 

K Y  và 
0( )f V X K    với mỗi ( )V x . 

 (3) Hàm  f  thỏa mãn hai điều kiện sau : 

 (a) 
1 1( ) ( )f K f M    nếu K và M là tập con đóng rời nhau của Y 

 (b) ( ) 0( )x f V X


   với mỗi x X . 

Chứng minh 

(1)  (2) : Với mỗi x X ta có : 

   0
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

f x f V f V X f V f x
  

           (*) 

Thật vậy ta chỉ cần chứng minh 0( ) ( )f V f V X   với mọi ( )V x . 

Giả sử ( )y f V   khi đó với mọi ( )W y  đều có x V  và ( )U x sao cho 

( )y f x   và ( )f U W . 

Do 
0V U X   0 0x V U X      

0

0 0

x U

x V X




 
 

 
 

0

0 0

( )

( )

f x W

f x f V X




 
  0W f V X    với mọi ( )W y . 
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  0y f V X     0( )f V f V X  . 

Từ (*) ta có  ( ) 0( ) ( )x f V X f x


   .  

Vậy với mỗi x X  thì 
( ) 0( )x f V X


  là tập có một phần tử. 

Ngoài ra, nếu K Y  và 
0( )f V X K    với mọi ( )V x , ta sẽ chứng 

minh tập 
( ) 0( )x f V X K


   là tập có một phần tử.  

Thật vậy, do 
0( )f V X K    nên 

0( )y f V X K      

 
0( )y f V X

y K

 



 với mọi ( )V x  

 
0( )y f V X

y K

  




 với mọi ( )V x   
( ) 0( )xy f V X

y K


  





 

 ( ) 0( )x f V X K


   . Mặt khác do ( ) 0( )x f V X


  là tập có một 

phần tử nên ( ) 0( )x f V X K


   là tập có một phần tử. 

Vậy (1)  (2). 

(2)  (3) : Giả sử 
1 1( ) ( )f K f M    với K và M là tập con đóng rời nhau 

của Y  
1 1( ) ( )x f K f M    . 

Vì 
1( )x f K   

0( )f V X K   , ( )V x   ( ) 0( )x f V X K


    

là tập có một phần tử.  

Tƣơng tự ta có : ( ) 0( )x f V X M


  là tập có một phần tử. 

Kết hợp với ( ) 0( )x f V X


  là tập có một phần tử ta có K M  , điều 

này mâu thuẫn với giả thiết. Do đó (2)  (3). 

(3)  (1) : Trƣớc tiên ta chứng minh rằng ( ) 0( )x f V X


  là tập chỉ có một 

phần tử với mỗi x X . Giả sử ( ) 0, ( )xy z f V X


   và y z .  
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Lấy W,H theo thứ tự là các lân cận đóng rời nhau của y, z. Khi đó 

1 1( ) ( )x f W f H   , mâu thuẫn điều kiện (3a). Vậy 
( ) 0( )x f V X


  là tập 

chỉ có một phần tử với mỗi x X . 

Giả sử   ( ) 0( )xy f V X


  , ta định nghĩa ( )f x y . Nhƣ vậy nếu 

0x X  thì ( ) 0( ) ( )xf x f V X


   nên ( ) ( )f x f x . Bây giờ ta giả sử 

, ( ( ))x X W f x    và 1 2, ( ( ))W W f x   thỏa mãn 1 2 2W W W W   , khi 

đó theo (3a) ta có  

1
1

1

2

( )

( ).

x f W

x f Y W





 


 

 

Từ đó tồn tại ( )V x  thỏa mãn 1

0 2( )V X f Y W      


0 2( )f V X W   và ( ) 0 0 2( ) ( ) ( )z V Q zf V f Q X f V X W W

          

 ( )f V W .  

Vậy f  liên tục và (1) đƣợc chứng minh. 

2.3.3 Mệnh đề (xem  2 ) 

Cho X0 là không gian con trù mật trong không gian X, Y  là không gian  

chính quy và cho 0( , )f C X Y . Khi đó f có thác triển liên tục ( , )f C X Y   

nếu và chỉ nếu  0( ) : ( )f V X V x   hội tụ với mỗi x X . 

2.3.4 Mệnh đề (xem  9 ) 

Cho X0 là tập con trù mật trong không gian X, Y  là không gian 

compact và 0:f X Y  là một hàm. Các phát biểu dưới đây là tương đương : 

 (1) Hàm f  thác triển thành hàm ( , )f C X Y . 

 (2) Với mỗi ( ) 0, ( )xx X f V X


   là tập chỉ có một điểm.  

 (3) Nếu K và M là tập con đóng rời nhau của Y thì : 
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1 1( ) ( )f K f M   . 

 Bây giờ để khái quát tính chất  ta đƣa ra thêm một số định nghĩa và 

khái niệm cần thiết. 

2.3.5 Định nghĩa  (xem  4 ) 

Cho  A 
 là một lƣới các tập con của không gian tôpô X. Ta gọi  

(1) Một giới hạn trên của  A 
 là A       , ký hiệu là lim A  

hay đơn giản hơn là limA  nếu không có sự nhầm lẫn.  

(2) Ta nói rằng x X  là một điểm tụ mạnh đối với  A 
 nếu với mỗi 

( )V x  thì có   sao cho A V  .  

(3) Nếu  f 
 là lƣới các hàm từ không gian X tới không gian Y, 

0X X  và x X  thì ta có lƣới  0( )
x

f V X  . Chúng ta sử dụng 

( )x nhƣ là tập sắp thứ tự bởi quan hệ : 

( , ) ( , )V W      và W V . 

2.3.6 Định lý 

Cho X0 là tập con trù mật trong không gian X và cho 
0( , )F X Y .  

Các phát biểu dưới đây là tương đương : 

 (1)  thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y . 

 (2) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f  thỏa mãn   

1 1lim ( ) lim ( )f K f M
  

    với mỗi cặp tập con rời nhau K,M của Y mà K  

compact và M đóng. 
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 (3) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f  thỏa mãn 

với mỗi cặp tập con rời nhau K,M của Y mà K compact và M đóng, tồn tại lân 

cận W của K thỏa mãn 1 1lim ( ) lim ( )f W f M
  

   . 

 (4) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f   thỏa mãn  

với mỗi tập con đóng M của Y và  y Y M  , tồn tại lân cận ( )W y  thỏa 

mãn 1 1lim ( ) lim ( )f W f M
  

   . 

 (5) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f  sao cho với 

mỗi x X  và K Y compact , khi đó hoặc là  0( )
x

f V X


  có điểm tụ 

mạnh trong Y hoặc 
0( )f V X Y K


   . 

 (6) Với mỗi x X  và lưới  f  trong  , hoặc là tồn tại lưới con của 

 0( )
x

f V X   có điểm tụ mạnh trong Y , hoặc  với mỗi tập compact K Y , 

thì 
0( )f V X Y K    . 

 (7) Nếu  f  là lưới trong   thì có lưới con  f


của  f   sao cho  

với mỗi x X  và tập compact K Y , thì mỗi 0lim ( )y K f V X


    là 

điểm tụ mạnh  đối với   0( )
x

f V X


 . 

 (8) Nếu  f  là lưới trong   thì có lưới con  f


của  f    sao cho 

 với mỗi x X  và tập compact K Y , thì mỗi 0lim ( )y K f V X


    là 

điểm tụ mạnh đối với   0( )
x

f V X


 . 

Chứng minh 

Hiển nhiên (3)  (4), (5)  (6) và (7)  (8) ;  
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(1)  (2) : Giả sử  f  là lƣới trong   và K,M là các tập con rời nhau 

của Y trong đó K compact và M đóng. Từ hệ quả 2.2.5 và định lý 2.2.6, 

( , )f C X Y

  tồn tại với mỗi   và có lƣới con  f


 của  f  sao cho 

( , )f g C X Y  


.  

Giả sử 1 1lim ( ) lim ( )x f K f M
  

    ( ) ( )f x g x


  và bởi tính liên 

tục đồng đều của , ,C X Y     và tính compact của K trong Y nên ta có 

( )g x K M  trong Y 
  ( )g x K M  , mâu thuẫn với giả thiết 

K M  . 

(2)  (3): Do , ,K M Y K M    và K compact, M đóng nên có 

một lân cận compact W thỏa mãn W M  , từ đó ta có điều phải chứng 

minh. 

  (4)  (1) : Giả sử có ,x X y Y   và  ( , , )f x v    là lƣới trong 

0 0X X   sao cho : 

( )

( )

x x

v x

f x y

f x





 

 







 y









 

để đến đƣợc mâu thuẫn ta chọn ( )H y , khi đó tồn tại lƣới con của 

 ( , , )f x v    vẫn gọi là  ( , , )f x v    thỏa mãn  

( )

( )

f x y

f x Y H

 

 




 
 với mỗi  . 

Khi đó nếu ( )W y  và  f


là lƣới con của  f  thì ta có : 

1 1 1 1lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )x f W H f Y H f W f Y H
      

          . 
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Điều này mâu thuẫn với (4). Vậy (1) đúng. 

(1)  (5) : Giả sử K Y  là compact và  f  là lƣới trong   thỏa 

mãn 
0( )f V X K     (nghĩa là 

0( )f V X Y K    ) với mọi cặp 

( , ) ( )V x  . Theo hệ quả 2.2.5 và định lý 2.2.6 thi có lƣới con  f


 

của  f  thỏa mãn ( , )f g C X Y


  . Khi đó ( )g x K .  

Lấy ( ( ))W g x  nằm trong Y thì do tính liên tục đồng đều của 

, ,C X Y    nên ta có ( )f V W


  và do đó 0( )f V X W


  . 

(1)  (7) : Nếu  f  là lƣới trong   thì theo hệ quả 2.2.5 và định lý 

2.2.6 ta có lƣới con  f


 của  f  thỏa mãn ( , )f C X Y

  với mỗi  và 

( , )f g C X Y


  .  

Nếu ,x X K Y   là compact và 0lim ( )y K f V X


    thì 

( )y g x Y   là điểm tụ mạnh đối với  0( )
x

f V X


 . 

(6) hoặc (8)  (1) : Cho ,x X y Y  , W là lân cận compact của y và 

cho  ( , , )f x v    là lƣới trong 
0 0X X   sao cho ,x x v x   , 

( )f v Y W    với mỗi  và ( )f x y     0lim ( )y W f V X   và 

0( )f V X W    . Do (6) hoặc (8) tồn tại lƣới con  0( )f V X


  của 

 0( )
x

f V X   sao cho 0( )f V X W


  .  

Điều này là mâu thuẫn do v x  và ( )f v Y W    với mỗi . 

Định lý đƣợc chứng minh. 

2.3.7 Hệ quả 

Cho Y  là tập compact, 0X X  là trù mật và cho  0( , )F X Y . Các 

phát biểu dưới đây là tương đương : 
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 (1)  thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y . 

 (2) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f sao cho với 

mỗi x X , 
0lim ( )Y f V X


   là tập hợp có một phần tử. 

 (3) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f  sao cho 

 0( )
x

f V X


  có điểm tụ mạnh trong Y  với mỗi x X . 

 (4) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f sao cho 

1 1lim ( ) lim ( )f K f M  
    với mỗi cặp tập con đóng rời nhau K và M của 

Y. 

 (5) Nếu lưới  f  trong   có lưới con  f


của  f  sao cho nếu 

, ;y z Y y z   thì tồn tại các tập mở ( ), ( )W y H z    thỏa mãn 

1 1lim ( ) lim ( )f W f H
  

   . 

 (6) Nếu ; ,x X y z Y   và  ( , , )f x v    là lưới trong 
0 0X X   sao 

cho ,x x v x   , ( )f v y    và ( )f v z    thì y = z. 

 (7)   thỏa mãn :  

  (a) Mỗi f   thác triển thành ( , )f C X Y  

  (b)  :f f   là compact tương đối trong ( , )C X Y . 

 Chứng minh 

(1)  (2)  (3) : Do các mệnh đề tƣơng đƣơng (1), (5) và (6) trong định lý 

2.3.6 và tính compact của Y. 

(1)  (4) : Do sự tƣơng đƣơng của (1) và (4) trong định lý 2.3.6. 

(4)  (5)  (6) : Hiển nhiên. 

(6)  (7)  (1) : Hiển nhiên từ định lý 2.2.4. 
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Hệ quả đƣợc chứng minh. 

 Nếu X D  và *

0X D , hoặc M là đa tạp phức, X = M và 
0X M A   

với A là divisor có giao chuẩn tắc trong M, mỗi x X  ta có một cơ sở các tập 

mở ( )x  thỏa mãn 
0V X  là liên thông với mỗi ( )V x . Định lý tiếp theo 

là một đặc trƣng khác của tính chất . 

2.3.8 Định lý 

Cho 
0X X  là trù mật và giả sử mỗi x X  có cơ sở ( )x của các tập 

mở thỏa mãn 
0V X  là liên thông với mỗi ( )V x , 

0( , )F X Y . Các 

phát biểu dưới đây là tương đương: 

 (1)   thỏa mãn tính chất  đối với  0, ,X X Y . 

 (2) Với mỗi ; ,x X y z Y   và  ( , , )f x v    là một lưới trong 

0 0X X   sao cho ,x x v x   , ( )f v y    và ( )f v z   , thì ta có     

y = z. 

 (3) Với mỗi lưới  f  trong   có lưới con  f


 của  f  sao cho 

 0( )
x

f V X


  có điểm tụ mạnh trong Y với mỗi x X . 

 (4) Với mỗi lưới  f  trong  , có lưới con  f


 của  f  sao cho  

1 1lim ( ) lim ( )f K f M
  

    với mỗi cặp tập hợp compact rời nhau K và M  

của Y. 

 (5) Với mỗi lưới  f  trong  , có lưới con  f


 của  f  sao cho 

nếu , ;y z Y y z   thì tồn tại ( ), ( )W y H z    thỏa mãn 

1 1lim ( ) lim ( )f K f H
  

   . 

 

Chứng minh 
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Ta chỉ cần chứng minh (4)  (1) và (2)  (1). 

Giả sử (1) không đúng. Khi đó có thể giả thiết  ( , , )f x v    là lƣới 

trong 
0 0X X  , ;x X y Y  , ( )f x y   , x x  , , ( )W H y  thỏa 

mãn W H , H  compact , ( )f x W    và ( )f v Y H     với mỗi  .  

Với mỗi lƣới con  f


của  f  ta có  

1 1lim ( ) lim ( )x f W f H
  

      

ở đó ,W H   biểu diễn tƣơng ứng là biên của W và H. Từ đó có lƣới 

 ( , , )f x q    trong 
0 0X X   và q W  sao cho ,x x q x   , 

( ) , ( ) ,f x y f q q q y       nên (4) và (2) không xảy ra.  

Vậy (4)  (1) và (2)  (1). Định lý đƣợc chứng minh. 

 Trong 2.2.9 ta đã chỉ ra đƣợc rằng không gian phƣ́c X là nhúng 

hyperbolic trong không gian phƣ́c Y  ( , )H M A X  thỏa mãn tính chất  

đối với , ,M A M Y , với M là đa tạp phức và A là divisor trên M có giao  

chuẩn tắc . Sƣ̉ dụng k ết quả này và áp dụng các hệ quả 2.3.7 và 2.3.8 ta nhận 

đƣợc một đặc trƣng của tính nhúng hyperbolic của các không gian sau: 

2.3.9 Hệ quả 

Với X là không gian con phức của không gian phức Y ta có các phát  

biểu sau đây là tương đương: 

 (1) X là nhúng hyperbolic trong Y. 

 (2) Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X , có dãy con  

knf của  nf  thỏa 

mãn 
1 1

1 2lim ( ) lim ( )
k kn nf K f K    với mỗi cặp tập con rời nhau 

1 2,K K  của Y 

mà 1K  compact và K2 đóng. 
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 (3)Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X  có dãy con  

knf của  nf  sao 

cho với mỗi cặp tập con rời nhau 
1 2,K K  của Y mà 

1K  compact và K2 đóng, 

tồn tại lân cận W của K1 thỏa mãn 1 1

2lim ( ) lim ( )
k kn nf W f K   . 

 (4) Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X , có dãy con  

knf của  nf sao 

cho, với mỗi x D  và K Y compact, hoặc là  0( )
kn

x
f V X  có điểm tụ 

mạnh trong Y hoặc 
0( )

knf V X Y K   . 

 (5) Với mỗi x D  và dãy  nf  trong 
*( , )H D X  hoặc là tồn tại lưới 

con của  *( )
kn

x
f V D  có điểm tụ mạnh trong Y , hoặc là với mỗi tập con 

compact K của Y, *( )nf V D Y K   . 

 (6) Nếu  nf  là dãy trong 
*( , )H D X ,  có dãy con  

knf của  nf  sao 

cho, với mỗi x D  và K compact trong Y, mỗi  
*lim ( )

kny K f V D    là 

điểm tụ mạnh với  *( )
kn

x
f V D . 

 (7) Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X , có dãy con  

knf của  nf  sao 

 cho 
1 1

1 2lim ( ) lim ( )
k kn nf K f K    với cặp các tập compact rời nhau 

1 2,K K Y . 

 (8) Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X  có dãy con  

knf của  nf  sao  

cho nếu , ;y z Y y z   thì tồn tại ( ), ( )W y H z    thỏa mãn  

1 1lim ( ) lim ( )
k kn nf W f H   . 

2.3.10 Hệ quả  

Với X là không gian con phức của không gian phức Y ta có các phát 

biểu sau đây là tương đương: 
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 (1) X là nhúng hyperbolic trong Y. 

 (2) Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X , có lưới con  mf  của  nf  sao 

cho *lim ( )mf V D  là tập một điểm với mỗi x D . 

 (3) Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X  có lưới con  mf  của  nf  sao 

cho  *( )m x
f V D có điểm tụ mạnh trong Y với mỗi x D . 

 (4) Với mỗi dãy  nf  trong 
*( , )H D X , có dãy con  

knf của  nf  sao 

cho 1 1

1 2lim ( ) lim ( )
k kn nf K f K    với mỗi cặp tập hợp đóng rời nhau 

1 2,K K Y . 

 (5) Nếu  nf  là dãy trong 
*( , )H D X , có dãy con  

knf của  nf  thỏa 

mãn nếu , ;y z Y y z  , thì tồn tại ( ), ( )W y H z    thỏa mãn 

1 1lim ( ) lim ( )
k kn nf W f H   . 

Nhận xét 

Trong các hệ quả 2.3.9 và 2.3.10 , D
*
 có thể thay bởi M A  với M là 

đa tạp phức và A là divisor có giao chuẩn tắc trong M. Các lƣới con trong 

tƣơng đƣơng (4) và (5) của hệ quả 2.3.9 và trong tƣơng đƣơng (2) và (3) của 

hệ quả 2.3.10 có thể lấy là dãy. 

Các kết quả sau là các định lí dạng Định lí Ascoli: 

2.3.11 Định lý  

Cho Y là không gian chính quy (không nhất thiết là k - không gian) và  

( , )C X Y  thỏa mãn ( )x  là compact tương đối trong Y với mỗi x X . 

Các phát biểu sau đây là tương đương : 

 (1)   là liên tục đồng đều. 

 (2 ) Với mỗi lưới  f  trong  , có lưới con  f


của  f , sao cho  
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1 1lim ( ) lim ( )f K f M
  

    với mỗi cặp tập hợp con đóng rời nhau K, M 

của Y. 

 (3) Với mỗi lưới  f  trong  , có lưới con  f


của  f , sao cho 

với mỗi x X ,  ( )
x

f V


 có điểm tụ mạnh trong Y. 

Chứng minh  

(1)  (2) : Lập luận tƣơng tự chứng minh (1)  (2) của định lý 2.3.6. 

(2)  (3) : Giả sử ( )f x y  , cho ( ), ( )W y H z    sao cho 

1, lim ( )H W x f H


   với mỗi lƣới con  f


của  f .  

Với mỗi lƣới con  f


của  f  từ giả thiết (2), ta có 1lim ( )x f Y W 


.  

Từ đó ( )f V W


 . 

(3)  (1) : Giả sử ,x X y Y  , lƣới  ( , )f x   trong X  và ( )W y  

thỏa mãn ,x x  , ( )f x Y W     với mọi  và ( )f x y  . Khi đó không 

có lƣới con  f


của  f  để  ( )f V


 có điểm tụ mạnh. Mâu thuẫn này suy 

ra định lý đƣợc chứng minh. 

2.3.12 Hệ quả 

Cho Y  là không gian chính quy (không nhất thiết là k - không gian). 

Khi đó  ( , )C X Y  là compact tương đối nếu và chỉ nếu ( )x  là compact 

tương đối trong Y với mỗi x X  và   thỏa mãn hoặc là điều kiện (2) hoặc là 

điều kiện (3) của định lý 2.3.11. 
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KẾT LUẬN 

Trong luận văn này, chúng tôi đã tìm h iểu các kết quả của J .Joseph và 

M.Kwack trong việc chứng minh K
3
 – định lý và định lý thác triển hội tụ của 

Noguchi bằng phƣơng pháp hoàn toàn dựa vào các tính chất tôpô của không 

gian hàm. Cụ thể là các kết quả sau : 

Tổng quát hóa các kết quả của Kiernan , Kobayashi, Kwack và Noguchi 

về thác triển ánh xạ chỉnh hình giƣ̃a các không gian phƣ́c bằng cách đƣa ra 

định nghĩa và thiết lập tính chất đặc trƣng của tính chất  (định lý 2.2.4, 2.2.6, 

2.2.10; mệnh đề 2.2.5, 2.2.7, 2.2.9) đƣa ra các chứng minh  chi tiết và các ví 

dụ minh họa (ví dụ 2.2.11, 2.2.12, 2.2.13). 

Khái quát hóa tính chất  (định lý 2.3.6, 2.3.8; hệ quả 2.3.7) và đƣa ra 

tính chất đặc trƣng của tính hyperbolic v à tính nhúng hyperbolic của không 

gian phƣ́c (hệ quả 2.3.9, 2.3.10).  

Chúng tôi chứng minh lại sƣ̣ mở rộng cho tính hyperbolic và tính 

nhúng hyperbolic của không gian phức .   

 Cuối cùng chúng tôi nhắc lại các định lý dạng định lý Ascoli. 
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